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кинематики движения шаров 
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Аннотация:  В статье представлена математическая модель кинематики движения шаров различных диаметров 
в барабанной шаровой мельнице. Модель разработана с учётом влияния геометрических параметров шаров, 
их положения в барабане и режимов вращения на характер движения, зоны удара и энергоёмкость процесса. 
Предлагаемый подход основывается на уравнениях классической механики, описывающих действующие 
на шар силы: гравитацию, центробежную силу, трение и нормальную реакцию стенки барабана. В отличие от 
существующих моделей, допущение о различии размеров шаров позволяет учитывать стратификацию среды, 
перераспределение кинетической энергии и неоднородность зон помола. Проведено численное моделирование 
движения шаров трёх типоразмеров при различных скоростях вращения барабана. Полученные результаты 
позволили установить зависимости между размером шаров и их кинематическими характеристиками, а также 
сформулировать рекомендации по оптимальному соотношению фракций шаровой загрузки. Разработанная 
модель может использоваться при проектировании и эксплуатации шаровых мельниц с целью повышения 
энергоэффективности и равномерности измельчения материала.

Ключевые слова: кинематика шаров, барабанная мельница, математическое моделирование, размер частиц, 
траектория движения, энергия удара, численное моделирование, эффективность помола.
Annotatsiya:  Ushbu maqolada turli diametrdagi sharlarning barabanli sharli tegirmondagi harakat kinematikasini 
ifodalovchi matematik model ishlab chiqilgan. Modelda sharlarning geometrik parametrlari, ularning barabandagi 
joylashuvi va aylanish rejimlari harakat xarakteri, zarba zonalari va jarayonning energiya sarfiga qanday ta’sir etishi 
hisobga olingan. Taklif etilgan yondashuv klassik mexanika tenglamalariga asoslanadi va unda sharga ta’sir etuvchi 
kuchlar — tortishish kuchi, markazdan qochma kuch, ishqalanish kuchi va baraban devorining normal reaksiyasi hisobga 
olingan. Amaldagi modellardan farqli ravishda, sharlar o‘lchamlarining har xilligini e’tiborga olish muhitning qatlamlanishi, 
kinetik energiyaning qayta taqsimlanishi va maydalash zonalaridagi nomutanosiblikni hisobga olish imkonini beradi. 
Barabanning turli aylanish tezliklarida uch xil o‘lchamdagi sharlar harakati sonli modellash orqali tahlil qilindi. Natijalar 
shar o‘lchami bilan ularning kinematik xususiyatlari o‘rtasidagi bog‘liqlikni aniqlash hamda optimal fraksiyalar nisbatini 
belgilash imkonini berdi. Ushbu model sharli tegirmonlarni loyihalash va ekspluatatsiya qilishda energiya samaradorligi 
va maydalash jarayonining bir xilligini oshirishga xizmat qilishi mumkin.

Kalit so‘zlar: sharlar kinematikasi, barabanli tegirmon, matematik modellashtirish, zarracha o‘lchami, harakat 
trayektoriyasi, zarba energiyasi, sonli modellashtirish, maydalash samaradorligi.
Abstract: This article presents a mathematical model of the kinematics of balls of various diameters in a drum-type ball 
mill. The model accounts for the influence of the geometric parameters of the balls, their spatial distribution within the 
drum, and rotational regimes on the movement characteristics, impact zones, and energy consumption of the process. 
The proposed approach is based on classical mechanics equations describing the forces acting on the balls: gravity, cen-
trifugal force, friction, and the normal reaction from the drum wall. Unlike existing models, the consideration of varying ball 
sizes enables the analysis of medium stratification, kinetic energy redistribution, and heterogeneity within grinding zones. 
Numerical simulations were conducted for three ball sizes under varying rotational speeds. The obtained results revealed 
correlations between ball size and kinematic behavior and allowed for the development of recommendations regarding 
the optimal proportion of ball size fractions. The proposed model can be effectively applied in the design and operational 
phases of ball mills to enhance energy efficiency and grinding uniformity.

Keywords: ball kinematics, drum mill, mathematical modeling, particle size, motion trajectory, impact energy, numerical 
simulation, grinding efficiency.
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ВВЕДЕНИЕ      
	 Шаровые мельницы являются ключевыми элементами оборудования в горнодобывающей, 

строительной и металлургической промышленности, обеспечивая тонкое и сверхтонкое измельчение 
материалов различной прочности и плотности. Основной рабочий орган мельницы — это вращающийся 
барабан, частично заполненный шарами, которые, под действием центробежных и гравитационных 
сил, совершают сложное движение, разрушая и измельчая загружаемый материал [1, 2].

	 Одним из определяющих факторов эффективности помола является размер шаров, участвующих 
в процессе измельчения. Шары разных диаметров обладают различной кинематикой движения, 
энергией удара и степенью вовлечения в контакт с обрабатываемым материалом. В промышленной 
практике широко применяются смеси шаров разных диаметров, что позволяет достичь как крупного 
разрушения, так и тонкого измельчения материала [3–5].

ОБЗОР      ЛИТЕРАТ       У РЫ   П О  ТЕ  М Е	
Современные исследования в области кинематики шаров основываются на численных методах, 

в частности, методе дискретных элементов (DEM), который позволяет учитывать индивидуальные 
траектории и взаимодействие каждого элемента системы [6, 7]. Однако при проектировании и быстрой 
оценке технологических параметров целесообразно применять упрощённые аналитические модели, 
способные описывать движение шаров различного размера с приемлемой точностью и низкой 
вычислительной нагрузкой. Ряд существующих моделей ограничен предположением о постоянном 
размере шаров и игнорирует стратификацию и динамическое перераспределение энергии между 
фракциями. Кроме того, большинство моделей не учитывает влияние геометрических параметров 
(диаметр шара, плотность, масса) на кинематические характеристики — траекторию, высоту подъёма, 
зону падения и силу удара [8, 9].  Целью данного исследования является разработка математической 
модели, описывающей кинематику движения шаров различных диаметров в барабанной мельнице, с 
учётом их геометрических характеристик, положения в барабане и режима вращения [10-14].

М ЕТОДОЛОГИЯ           ИССЛЕДОВАНИЯ          

2. Теоретическая модель кинематики движения шаров
2.1 Геометрическая и физическая постановка задачи
Рассматривается барабанная мельница радиусом , вращающаяся с постоянной угловой 

скоростью . Внутри барабана находятся шары различного диаметра  и массы ​, которые 
совершают сложное движение под действием гравитации, центробежной силы и трения. Радиус 
движения шара равен:

В процессе вращения шарам сообщается кинетическая энергия, за счёт которой происходит подъем 
вдоль стенки барабана и последующее падение, вызывающее измельчение загружаемого материала.

2.2. Силовое взаимодействие и уравнение движения
Для описания движения шаров внутри вращающейся барабанной мельницы необходимо рассмотреть 

систему сил, действующих на отдельный шар в любой момент времени в процессе вращения барабана. 
Шар рассматривается как твёрдое тело, находящееся в поле тяжести и подверженное воздействию 
других внешних сил, обусловленных кинематикой барабана и характеристиками его внутренней 
поверхности. Анализ проводится в радиальной плоскости, перпендикулярной к оси вращения барабана, 
в которой движение шара представляет собой сочетание вращения и свободного полёта.

На шар воздействуют следующие силы: сила тяжести, центробежная сила, сила нормальной 
реакции со стороны стенки барабана, сила трения.

                                                    Сила тяжести ( ​), направленная вертикально вниз, величина 

которой определяется выражением:



M u h a n d i s l i k  va  i q t i s o d i y o t 2025-yil, iyul.  № 7-son

248

где  — масса шара -го диаметра, а  — вектор ускорения свободного падения.
	

Центробежная сила ( ​), возникающая при вращении барабана и направленная от центра 
вращения к периферии. Центробежная сила зависит как от массы шара, так и от его положения 
относительно оси вращения: 

где  — угловая скорость вращения барабана, ​​ — радиус движения 
центра шара, определяемый как разность между радиусом барабана  и половиной диаметра шара

 ​.
Сила нормальной реакции со стороны стенки барабана , направленная перпендикулярно 

касательной к внутренней поверхности барабана и действующая на шар в случае его контакта с 
поверхностью. Эта сила компенсирует часть проекции силы тяжести и центробежной силы и играет 
важную роль в удержании шара вдоль траектории вращения.

Сила трения ( ) возникающая между шаром и поверхностью барабана при наличии 
относительного скольжения. Направление этой силы противоположно направлению относительного 
движения шара и определяется как:

где  — коэффициент трения между шаром и внутренней поверхностью барабана.
Для анализа динамики движения шара удобно перейти к проекционному рассмотрению второго 

закона Ньютона в радиальной плоскости. Проекцию всех сил на направление, совпадающее с радиусом 
вращения шара (от центра барабана к шару), можно выразить следующим уравнением:

где ​ — мгновенная линейная скорость шара вдоль траектории вращения;  — угол положения 
шара в барабане относительно вертикальной оси (то есть угол между вектором силы тяжести и 
радиусом, проведённым к шару);  — величина нормальной реакции; 

 — проекция силы тяжести на радиальное направление.
Данное уравнение описывает условия равновесия шара на внутренней поверхности вращающегося 

барабана. Из него можно определить, при каких параметрах шар удерживается на стенке барабана, а 
при каких — теряет контакт и переходит в фазу свободного падения. Этот переход критически важен 
для эффективного разрушения материала в мельнице, так как именно при падении шары передают 
наибольшее количество энергии обрабатываемому материалу. Следовательно, определение 
зависимости между радиусом движения шара (а значит, и его диаметром) и угловой скоростью вращения 
барабана позволяет описать границу между различными режимами помола (каскадный, водопадный и 
центробежный), а также уточнить условия начала фазы удара шара.

2.3. Условие отрыва шара от стенки
Отрыв шара происходит тогда, когда центробежная сила становится меньше проекции силы 

тяжести: 

                                              При угле , т.е. в верхней точке:

Или, через обороты в минуту, критическая скорость вращения барабана:
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где  — диаметр барабана (в метрах),  — в об/мин.
Таким образом, для шара диаметра , условие отрыва зависит от его радиуса движения 

, т.е. шары разных размеров отрываются с разных высот, что и 
приводит к стратификации и распределению зон помола (таблица 1).

Таблица 1:Параметры и зависимости длямоделирования, где  — высота, с которой падает шар

Параметр Формула / Значение

Диаметр шара  мм

Масса шара

Радиус движения

Энергия удара

Время полёта

Скорость удара

2.5. Обобщённая кинематическая модель
	 Можно описать движение каждого шара как функцию времени и начального угла:

, 

Когда , начинается свободное падение с параболической 
траекторией.

АНАЛИЗ       И  РЕЗ   УЛЬТАТЫ   
3. Численное моделирование кинематики движения шаров различных диаметров
	 Для моделирования были выбраны следующие параметры, характерные для промышленных 

мельниц среднего размера (Таблица 2):

Таблица 2:Параметры входных данных модели
Параметр Обозначение Значение

Внутренний диаметр барабана 2.0 м

Радиус барабана 1.0 м

Угловая скорость вращения 1.8 рад/с (≈ 17.2 об/мин)

Плотность материала шаров 7850 кг/м³

Диаметры шаров 30 мм, 50 мм, 80 мм
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Коэффициент трения 0.3

Ускорение свободного падения 9.81 м/с²

                           Массы шаров рассчитывались по формуле:

                        Радиус движения шара каждого типа:

4. Результаты численного моделирования кинематики шаров разного диаметра
В целях пространственной визуализации кинематики шаров различного диаметра было построено 

множество траекторий, соответствующих одинаковому углу отрыва (45°), но с вариативностью по фазе 
вращения и координате вдоль оси барабана. На рисунке представлены траектории шаров трёх фракций: 
30 мм, 50 мм и 80 мм. Каждая группа траекторий иллюстрирует поведение соответствующего диаметра 
в реальных условиях рассеяния, когда движение шаров происходит не по строго фиксированной 
траектории, а в пределах определённой зоны.

 Из рисунка 1 видно, что:
шары большего диаметра (80 мм) обладают наибольшей массой и кинетической энергией удара (до 

15.5 Дж), но имеют меньшую дальность перемещения по горизонтали;
шары малого диаметра (30 мм), напротив, демонстрируют более вытянутые по горизонтали 

траектории и меньшую энергию удара (≈0.86 Дж), что связано с их меньшей массой;
вариативность начального угла и координаты вдоль оси барабана приводит к формированию 

«веерной» структуры траекторий, что соответствует реальным условиям каскадного помола.
Данная визуализация подтверждает важность оптимального соотношения шаров различных 

фракций при загрузке мельницы и демонстрирует влияние размера шара на форму траектории и зону 
падения. Модель может быть использована для оценки эффективной зоны измельчения и расчёта 
распределения энергии по объёму барабана.

рисунок 1. 3D-визуализация траекторий движения шаров различного диаметра (30 мм, 50 мм и 80 мм) 
при фиксированном угле отрыва 45°. для каждого диаметра отображены множественные траектории, 
отражающие возможный разброс начальных условий (по углу отрыва и координате вдоль оси барабана). 
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ЗАКЛ    Ю ЧЕНИЕ      И  П РЕДЛОЖЕНИЯ        
Проведённое в работе исследование представляет собой значимый вклад в развитие 

аналитического моделирования кинематики движения шаров в барабанных мельницах. Предложенная 
авторами математическая модель позволяет с высокой степенью обобщения описывать динамику 
шаров различных диаметров с учётом ключевых факторов, ранее ограниченно учитываемых в 
упрощённых подходах: диаметра, массы, положения шара в барабане, режимов вращения, силы 
тяжести, центробежной силы, нормальной реакции и трения.

Одним из основных достижений данной работы является теоретически выведанное и численно 
подтверждённое условие отрыва шара от стенки барабана, которое напрямую зависит от его радиуса, 
диаметра и угловой скорости вращения. Это позволило авторам установить взаимосвязь между 
кинематическими параметрами шаров и границами перехода между основными режимами помола — 
каскадным, водопадным и центробежным. Такая детализация существенно расширяет возможности 
диагностики и настройки мельниц на стадиях проектирования и эксплуатации.

Особое внимание уделено влиянию диаметра шара на кинетические характеристики, включая высоту 
подъёма, скорость и энергию удара, что имеет непосредственное значение для энергоэффективности и 
равномерности помола. Численное моделирование с варьированием параметров отрыва и координаты 
вдоль оси барабана привело к формированию реалистичной веерной структуры траекторий, 
соответствующей реальным условиям работы мельницы. Это подтверждает достоверность модели и её 
применимость к сложным пространственным задачам.

Ключевые выводы моделирования:
шары крупного диаметра (80 мм) характеризуются наибольшей энергией удара (до 15.5 Дж), но 

ограниченной зоной действия по горизонтали.
мелкие шары (30 мм) демонстрируют широкие по горизонтали траектории, но низкую энергию удара 

(≈ 0.86 Дж).
формирование зон активного измельчения носит ярко выраженный стратифицированный характер, 

что требует учета в стратегии загрузки мельницы.
Научная новизна данной работы заключается в универсализации аналитического подхода к 

моделированию кинематики шаров различного размера без привлечения ресурсоёмких методов 
типа DEM. Это открывает возможности для оперативного анализа режимов работы мельниц, а также 
внедрения предложенного алгоритма в системы автоматизации и цифровых двойников.

Практическая значимость полученных результатов состоит в:
•	 возможности оптимизации гранулометрического состава шаровой загрузки;
•	 повышении энергоэффективности помольного процесса;
•	 улучшении предсказуемости износа футеровки и зон локальной перегрузки;
•	 адаптации модели для различных типов мельниц и условий помола.

Таким образом, разработанная модель может служить как основой для последующих исследований 
в области механики измельчения, так и инструментом практического инжиниринга в горно-
металлургической промышленности.
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