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KOSSER DOIRAVIY SILINDRIDA BUROVCHI 
TO‘LQINLAR: CHASTOTA TENGLAMASI VA 
UZUN TO‘LQIN TEZLIGINING O‘LCHAM 
EFFEKTI
Mirzoyeva G. T.
Aniq fanlar kafedrasi assistenti, Buxoro davlat texnika universiteti, O‘zbekiston.
E-mail: gmirzoyeva@bstu.uz 
ORCID: 0009-0007-7663-9301

Annotatsiya. Kosser (mikropolyar) muhit mikrostrukturali materiallarda to‘lqinlarning o‘lchamga bog‘liq tarqalishini tasvir-
laydi, biroq silindrik to‘lqin o‘tkazgichdagi burovchi to‘lqinlar uchun yopiq ko‘rinishdagi natijalar yetarli emas. Ishda chiziqli 
izotrop Kosser materialidan yasalgan, yon sirti erkin doiraviy silindrda o‘qqa simmetrik burovchi tipdagi to‘lqinlar o‘rganil-
gan. Siljish va mikroburilish maydonlari potensiallar orqali ajratilib, Bessel funksiyalaridagi aniq yechim qurilgan; chastota 
tenglamasi 3×3 determinant ko‘rinishida yozilgan; uzun to‘lqin limiti chegaraviy qatlamli statik buralish yechimi orqali topil-
gan. Hajmiy xarakteristik tenglamaning ikkala ildizi haqiqiy ekani isbotlangan. Uzun to‘lqin tezligi uchun burash qattiqligin-
ing o‘lcham effekti va mikroinersiyani oshkor hisobga oluvchi yopiq formula olingan, kesim chastotalari ikki mustaqil qismga 
ajralishi ko‘rsatilgan. Model parametrlarining qabul qilingan to‘plamida (R=3 mm) c0 /cT =0,8745; bunda burash qattiqligi 
klassik qiymatdan 3,7% yuqori, aylanma inersiya esa 35,6% katta. Yopiq formula va aniq determinant 3⋅10-10 dan yaxshi 
aniqlikda mos keladi. Natijalar Kosser sterjenlarda burovchi to‘lqinlar tezligini radius bo‘yicha baholash va mikrostruktura 
doimiylarini to‘lqin o‘lchovlaridan aniqlash uchun asos bo‘ladi.

Kalit so‘zlar: Kosser (mikropolyar) elastikligi, silindrik to‘lqin o‘tkazgich, burovchi to‘lqinlar, chastota tenglamasi, kesim chas-
totasi, o‘lcham effekti, mikroinersiya.

Abstract. The Cosserat (micropolar) medium describes size-dependent wave propagation in microstructured materials, but 
closed-form results for torsional waves in a cylindrical waveguide remain insufficient. Axisymmetric torsional-type waves in 
a circular cylinder with a traction-free lateral surface, made of a linear isotropic Cosserat material, are studied. Displacement 
and microrotation fields are decoupled via potentials to construct an exact solution in terms of Bessel functions; the frequency 
equation is written as a 3×3 determinant, and the long-wave limit is derived using the boundary-layer static torsion solution. 
Both roots of the bulk characteristic equation are proved to be real. A closed-form expression for the long-wave speed explic-
itly accounting for the size effect of torsional stiffness and micro-inertia is obtained, and cut-off frequencies are shown to split 
into two independent families. For the assumed model parameters (R=3 mm) c0 /cT =0,8745, with the torsional stiffness 
exceeding the classical value by 3.7% and the rotational inertia being 35.6% larger. The closed-form formula agrees with the 
exact determinant to better than 3⋅10-10. The results provide a basis for evaluating the radius-dependent torsional wave 
speed in Cosserat rods and determining microstructural constants from wave measurements.

Keywords: Cosserat (micropolar) elasticity, cylindrical waveguide, torsional waves, frequency equation, cut-off frequency, 
size effect, micro-inertia.

Аннотация. Среда Коссера (микрополярная) описывает размерно-зависимое распространение волн в 
микроструктурированных материалах, однако замкнутые результаты для крутильных волн в цилиндрическом 
волноводе остаются недостаточными. Исследованы осесимметричные волны крутильного типа в круговом 
цилиндре со свободной боковой поверхностью из линейного изотропного материала Коссера. Поля смещений и 
микровращений разделены с помощью потенциалов и построено точное решение в функциях Бесселя; частотное 
уравнение записано в виде определителя 3×3, а длинноволновый предел найден из решения задачи статического 
кручения с пограничным слоем. Доказано, что оба корня объёмного характеристического уравнения вещественны. 
Получена замкнутая формула для длинноволновой скорости, явно учитывающая размерный эффект крутильной 
жёсткости и микроинерцию; показано, что частоты отсечки распадаются на два независимых семейства. Для 
принятых модельных параметров (R=3  mm) c0 /cT =0,8745, при этом крутильная жёсткость на 3,7% выше 
классического значения, а вращательная инерция больше на 35,6%. Замкнутая формула согласуется с точным 
определителем с точностью выше 3⋅10-10. Результаты могут служить основой для оценки скорости крутильных 
волн в стержнях Коссера в зависимости от радиуса и для определения микроструктурных постоянных по волновым 
измерениям.

Ключевые слова: упругость Коссера (микрополярная), цилиндрический волновод, крутильные волны, частотное 
уравнение, частота отсечки, размерный эффект, микроинерция.
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K I R I S H
Kosser (mikropolyar) kontinuumi E. va F. Kosserlar tomonidan kiritilgan [1] hamda A. Eringen va V. 

Novatskiy ishlarida to‘liq chiziqli nazariya shakliga keltirilgan [2–4]. Ushbu nazariyada siljish maydoniga mustaqil 
mikroburilish maydoni va moment kuchlanishlari qo‘shiladi. Shuningdek, yaqin yondashuv sifatida moment 
kuchlanishli modellar ham ishlab chiqilgan [5–7]. Kosser effektlari ko‘pik va suyak kabi g‘ovak materiallarda 
tajribada kuzatilgan bo‘lib [8, 9], barcha doimiylarni aniqlash masalalari ham o‘rganilgan [10]. 

Cheklangan ko‘ndalang o‘lchamli silindrik to‘lqin o‘tkazgichda burovchi tipdagi to‘lqinlar uchun mikrostruktura 
ta’sirini oshkor ifodalovchi yopiq natijalarni yanada to‘ldirish talab etiladi. Bu to‘lqin tezligining radiusga 
bog‘liqligini baholash va mikrostruktura doimiylarini to‘lqin o‘lchovlaridan aniqlash imkoniyatini kengaytiradi.

Tadqiqotning maqsadi doiraviy Kosser silindri uchun aniq chastota tenglamasi va hajmiy ildizlar tuzilishini, 
uzun to‘lqin tezligining yopiq formulasini hamda kesim chastotalari uchun aniq tenglamalarni olishdan iborat. 
Ishning ilmiy yangiligi yon sirti erkin doiraviy Kosser silindrida burovchi tipdagi to‘lqinlarning aniq chastota 
tenglamasi, o‘lcham effekti va mikroinersiyani hisobga oluvchi yopiq formula hamda kesim chastotalari 
tenglamalarining aniqlanganligidir. Asosiy natijalar — (22) formula va (23), (24) tenglamalar — aniq determinant 
bilan sonli solishtirilgan.

M A V Z U G A  O I D  A D A B I Y O T L A R  S H A R H I
Klassik elastik sterjenlarda chastotalar spektri Pochhammer–Chree tenglamalaridan topiladi [11–14]. 

Mikropolyar muhitda yarim fazoning tekis chegarasidan tekis to‘lqinlarning qaytishi [15] hamda Lyav to‘lqinlari 
uchun subsonik tezlikning mavjudligi va yagonaligi o‘rganilgan [16]. Ushbu ishlarda yarim fazo uchun masalaning 
qo‘yilishi yetarlicha yoritilgan bo‘lsa-da, chekli ko‘ndalang o‘lchamli silindr holati kamroq tadqiq etilgan. Mazkur 
matnni tahrirlash jarayonida sun’iy intellekt imkoniyatlaridan ham foydalanildi.

Doiraviy silindrning mikropolyar elastik tebranishlari [17] va Sen-Venan tipidagi masalalari [18] chekli 
o‘lchamli silindrik jismlarda mustaqil mikroburilish maydoni hamda moment kuchlanishlarini hisobga olish va 
statik deformatsiyadagi mikropolyar effektlarni ochib berish uchun asos bo‘ldi. Shunga qaramay, ko‘rib chiqilgan 
manbalarda yon sirti erkin Kosser silindri uchun burovchi tipdagi to‘lqinlarning aniq chastota tenglamasi, uzun 
to‘lqin tezligining o‘lcham effekti hamda mikroinersiyani hisobga oluvchi yopiq formula va kesim chastotalarining 
oshkor tenglamalari to‘liq aks etmagan.

O‘zbekiston ilmiy maktabida X. Xudoynazarov va hammualliflar ko‘p qatlamli qovushqoq-elastik silindrik qobiq 
hamda sterjenlarning burovchi tebranishlari uchun aniqlashtirilgan tenglamalarni qurib, tebranish chastotalarini 
tahlil qilganlar [19–21]. I.I. Safarov, M.X. Teshayev, Z.I. Boltayev va boshqalarning ishlarida esa silindrik qobiqlarda 
xos to‘lqinlarning dispersiya hamda dissipativ xossalari o‘rganilgan [22, 23].

Ushbu tadqiqot masalaning qo‘yilishi va dispersiya tenglamasini sonli tahlil qilish uslubi bo‘yicha ko‘rsatilgan 
ishlarga tayanadi. Biroq mazkur manbalarda muhit klassik yoki qovushqoq-elastik kontinuum sifatida qaralib, 
mikroburilish maydoni hamda moment kuchlanishlar kiritilmagan. Oqibatda, materialning xarakteristik uzunligi 
va mikroinersiyasi orqali yuzaga keladigan o‘lcham effekti e’tibordan chetda qolib, radiusi kichik sterjenlardagi 
og‘ishlarni tavsiflash imkoniyati cheklangan. Ushbu maqolada klassik modeldan Kosser kontinuumiga o‘tish orqali 
anashu ilmiy bo‘shliq to‘ldiriladi.

T A D Q I Q O T  M E T O D O L O G I YA S I
Tadqiqot nazariy-analitik xarakterga ega bo‘lib, analitik chiqarishlar sonli hisoblash va aniq yechim bilan 

o‘zaro solishtirish orqali tekshirilgan. Metodologik jihatdan tadqiqotda chiziqli izotrop Kosser kontinuumi modeli, 
potensiallar usuli, Bessel funksiyalaridagi aniq yechim, determinantli chastota tenglamasi, chegaraviy qatlamli 
statik buralish yechimi va chekli ayirmalar bilan tekshiriladigan sonli ildiz qidirish usullari qo‘llanildi. Tadqiqot 
quyidagi bosqichlardan iborat.

1-bosqich. Model. Muhit sifatida Eringen–Nowacki shaklidagi chiziqli izotrop Kosser (mikropolyar) kontinuumi 
qabul qilingan [2–4]. U siljish maydoni u bilan birga mustaqil mikroburilish maydoni ϑ va moment kuchlanishlarni 
hisobga oladi. Harakat tenglamalari (1), (2) [16] dagi belgilashlarda yozilgan; ϑ=1⁄2 ∇×u bo‘lganda model klassik 
Lamé–Navier tenglamalariga o‘tadi.

2-bosqich. Maydonlar sinfi va tenglamalarni ajratish. Silindrik koordinatalar (r,θ,z) da θ ga bog‘liq bo‘lmagan 
(3) ko‘rinishdagi maydonlar sinfi qaraladi. Bu sinf (1), (2) tenglamalarga nisbatan yopiq. Mikroburilish vektori φ 
va ψ potensiallar orqali ifodalanadi (4); natijada tizim uchta skalyar tenglamaga ajraladi: o‘zaro bog‘langan (5), (6) 
va mustaqil (7).

3-bosqich. Hajmiy yechim. Maydonlar exp[i(kz-ωt)] ko‘paytuvchi bilan va radial yo‘nalishda Bessel funksiyalari 
orqali qidiriladi. (5), (6) tizimdan s=q2+k2 ga nisbatan (11), (12) tenglamalar kelib chiqadi; uning ikkala ildizi 
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haqiqiy ekani Lemmada isbotlanadi. Regulyarlik talabi r=0 da Yν funksiyasini chiqarib tashlaydi, argument kvadrati 
manfiy bo‘lganda Jν o‘rniga Iν olinadi.

4-bosqich. Chastota tenglamasi. Yon sirt r=R da kuch va moment yuklamalari yo‘q deb qabul qilinadi (15). 
Umumiy yechimni (8)–(10) ifodalarga qo‘yib, c1,c2,c3 ga nisbatan bir jinsli 3×3 tizim olinadi; uning determinanti 
(17) chastota tenglamasini beradi. Ikki alohida holat hisobga olinadi: ω=ωc dagi soxta ildiz va qn=0 dagi ildizlar.

5-bosqich. Uzun to‘lqin limiti. Asosiy tarmoq uchun ω=c0 k+O(k3 ) deb olinadi, c0
2=K/I. Burash qattiqligi K 

solishtirma burilishi τ bo‘lgan statik buralish masalasidan topiladi: qattiq aylanish maydoni r=R da m_rr=0 shartini 
qanoatlantirmagani uchun u (7) tenglamaning ω=k=0 dagi yechimi bilan to‘ldiriladi (chegaraviy qatlam, (18), 
(19)); burovchi moment T=∫S

▒(rσθz+mzz )  dS integrallanib, K=T/τ olinadi (21). Aylanma inersiya I ga siljish va 
mikroburilish maydonlarining hissalari qo‘shiladi; shu bilan (22) formula hosil bo‘ladi.

6-bosqich. Kesim chastotalari. k=0 da determinantning bir qator elementlari nolga aylanadi va u ikki 
ko‘paytuvchiga ajraladi; bu A qism ((23), φ-moda) va B qism ((24), burovchi juft) uchun mustaqil tenglamalarni 
beradi.

7-bosqich. Sonli amalga oshirish. Chastota tenglamasining ildizlari determinantning ishora o‘zgarishi bo‘yicha 
zich ω to‘rida qidiriladi va Brent usuli bilan aniqlashtiriladi; hisoblash tartibi va model parametrlari keyingi kichik 
bo‘limda keltirilgan.

8-bosqich. Natijalarning ishonchliligini baholash. Natijalar quyidagi mezonlar bo‘yicha tekshirilgan: (22) yopiq 
formula aniq determinantning k→0 limiti bilan bir necha radius uchun solishtirilgan (2-jadval); |c(k)-c0 |/c0=O(k2 ) 
yaqinlashish tartibi log–log grafikda tekshirilgan (3b-rasm); (23), (24) tenglamalardan olingan kesim chastotalari 
kR=0,005 dagi aniq determinant ildizlari bilan solishtirilgan; Lemma shartlari qabul qilingan parametrlarda 
tekshirilgan.

Masalaning qo‘yilishi va asosiy tenglamalar
(r,θ,z) — silindrik koordinatalar, u — siljish, ϑ — mikroburilish, ρ — zichlik, ρJ — mikroinersiya zichligi 

(J uzunlik kvadrati o‘lchamiga ega) bo‘lsin. Eringen–Nowacki shaklidagi chiziqli izotrop Kosser muhiti kuch 
kuchlanishlari bo‘yicha λe, μe, μc modullari va moment kuchlanishlari (egrilik) bo‘yicha g1, g2, g3 modullari bilan 
tavsiflanadi; bunda gi=μe Lc

2 αi, Lc — xarakteristik uzunlik, αi — o‘lchamsiz koeffitsientlar. Harakat tenglamalari [16] 
dagi belgilashlarda quyidagi ko‘rinishga ega

Bu yerda Δ — Laplas operatori, ∇× — rotor, nuqtalar vaqt bo‘yicha hosilani bildiradi. ϑ=1⁄2 ∇×u (qattiq burilish) 
bo‘lganda (1) tenglamada μ_c ni o‘z ichiga olgan hadlar o‘zaro qisqaradi va klassik Lamé–Navier tenglamalari hosil 
bo‘ladi; μc→0 da ham u uchun xuddi shu tenglamalar tiklanadi.

θ ga bog‘liq bo‘lmagan quyidagi maydonlarni qaraymiz (1-rasm):

1-rasm. Masalaning geometriyasi: z — to‘lqin tarqalish o‘qi, R — silindr radiusi, uθ — tangensial siljish, ϑr, ϑz — 
mikroburilish komponentlari; erkin sirt r=R da σθr=mrr=mzr=0 
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Bu maydonlar sinfi (1), (2) tenglamalarga nisbatan yopiq va klassik burovchi to‘lqinlarning Kosser muhitiga 
umumlashmasidir. Mikroburilish vektorini potensiallar orqali ifodalaymiz:

U holda (1), (2) tizim uchta skalyar tenglamaga ajraladi:

bu yerda , . (5) va (6) o‘zaro bog‘langan juft, (7) esa “bo‘ylama” mikroburilish potensiali uchun Klein–Gordon 
tipidagi mustaqil tenglamadir. Chegaraviy shartlarda qatnashuvchi kuchlanishlar quyidagicha (birinchi indeks — 
yo‘nalish, ikkinchisi — normali r bo‘lgan sir):

Hisoblash tartibi va model parametrlari
Har bir k uchun D ̃(ω,k) zich ω to‘rida hisoblandi; ishora o‘zgargan oraliqlar Brent usuli bilan aniqlashtirildi 

(aniqlik 10^(-12) ω). Qutblar oraliq chetlarida |D ̃(ω* )|<10-3 max|D ̃ | sharti bilan chiqarib tashlandi. Argument 
kvadrati manfiy bo‘lganda Jν o‘rniga Iν olindi. Asosiy (akustik) tarmoq 0,3 cT k<ω<1,3 cT k oraliqda qidirildi; ωc dagi 
chiqarib tashlanadigan ildiz determinantni (ω-ωc ) ga bo‘lib yo‘qotildi. Matritsa elementlari chekli ayirmalar bilan 
tekshirildi. Uzun to‘lqin tezligi aniq determinant ildizlaridan k→0 da Richardson ekstrapolyatsiyasi bilan alohida 
hisoblandi.

1-jadvaldagi parametrlar polimer tipidagi material uchun qabul qilingan model qiymatlari bo‘lib, ular 
o‘lchanmagan va tajriba ma’lumoti sifatida qaralmasligi kerak. J qiymati Ωc=ωc R/cT=1,5 bo‘ladigan qilib tanlandi. 
Natijalar o‘lchamsiz Ω=ωR/cT ko‘rinishda keltiriladi (1-jadval).

1-jadval
Qabul qilingan model parametrlari (Lc=0,2 mm, α1=1,5, α2=0,4, α3=-0,9, μc=0,1μe)1

μe, GPa μc, MPa g1, N g2, N g3, N ρ, kg/m³ J, mm² R, mm
2,5 250 150 40 −90 1200 1,6 3

Bunda 

T A H L I L  V A  N A T I J A L A R
Hajmiy yechim va ildizlarning haqiqiyligi
Maydonlarni uθ,ψ,φ∝exp[i(kz-ωt)] ko‘rinishda qidiramiz (k — o‘q bo‘ylab to‘lqin soni, ω — doiraviy chastota). 

uθ=U Z1 (qr), ψ=Ψ Z1 (qr) (Zν — Jν yoki Yν Bessel funksiyasi) va s=q2+k2 deb olsak, L operatori bu funksiyalarga -s ga 
ko‘paytirish bilan ta’sir qiladi, shuning uchun (5), (6) dan U va Ψ ga nisbatan quyidagi bir jinsli tizim hosil bo‘ladi:

Noldan farqli yechim mavjud bo‘lishi uchun tizim determinanti nolga teng bo‘lishi kerak; bu  ga nisbatan 
kvadrat tenglamani beradi:

1	
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Mos yechim  ko‘rinishda normallanadi. Uchinchi moda (7) dan 

topiladi:

Lemma (ildizlarning haqiqiyligi). Agar μe+μc>0, g1+g2>0, ρ>0, μc≠0 bo‘lsa, (12) tenglamaning diskriminanti har 
bir ω>0 da musbat; demak, s1,s2∈R va s1<ρω2/(μe+μc )<s2.

Isbot. (12) tenglamaning chap tomoni quyidagi ko‘phadga aynan teng:

bu yerda  bo‘lsin. U holda f(s* )=-4μc
2 s*<0, f ning bosh 

koeffitsienti A=Γa>0 bo‘lgani uchun esa f(s)→+∞ (s→±∞). s* nuqtada manfiy, ±∞ da musbat bo‘lgan uzluksiz 
funksiya s* ning har ikki tomonida kamida bittadan haqiqiy ildiz3ga ega; kvadrat tenglama bo‘lgani uchun ular 
aynan bittadan. Demak, ikkala ildiz haqiqiy va turlicha, ya’ni diskriminant qat’iy musbat. 

r=0 da regulyarlik Yν ni chiqarib tashlaydi.   bo‘lganda to‘la silindrdagi umumiy 

yechim (umumiy ko‘paytuvchi exp[i(kz-ωt)] tushirib qoldirilgan):

bunda c1,c2,c3 — ixtiyoriy doimiylar, Ψ=2μc, Un=(g1+g2 ) sn+4μc-ρJω2. Argument kvadrati manfiy bo‘lganda (sn<k2 
yoki q3

2<0) Jν (qr) o‘rniga Iν  (|q|r) olinadi (ixtiyoriy doimiy ko‘paytuvchi aniqligida).
Chegaraviy shartlar va chastota tenglamasi
r=R yon sirt kuch va moment yuklamalaridan holi:

(14) yechimni (8)–(10) ga qo‘ysak, c1,c2,c3 uchun bir jinsli 3×3 tizim hosil bo‘ladi; uning elementlari (F, M, N — 
mos ravishda σθr, mrr, mzr ga hissalar):

Chastota tenglamasi:
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(16) dagi Fn, Mn, Nn (n=1,2) elementlari q_n ga nisbatan toq. n=1,2 ustunlarni qn ga, uchinchi ustunni ik ga 
va ikkinchi satrni ik ga bo‘lsak, determinant D ̃=-D/(k2 q1 q2 ) ga o‘tadi; u q1

2, q2
2, bo‘yicha juft va haqiqiydir. s1<s2 

tartibida va Lemmaga ko‘ra ildizlar oddiy bo‘lgani uchun D ̃ — (ω,k) ning haqiqiy analitik funksiyasi, uning ildizlari 
esa ishora o‘zgarishidan topiladi. Ikki holat alohida hisobga olindi: (a) ωc=√(4μc/(ρJ) ) dagi chiqarib tashlanadigan 
ildiz — bunda s=0 ildiz bo‘ladi va U=0 bo‘lgani uchun hajmiy yechim bazisi buziladi; D ̃/(ω-ωc ) esa noldan farqli 
chekli limitga intiladi, ya’ni bu ildiz to‘lqinga mos kelmaydi; (b) qn=0 dagi ildizlar — ular aynan nolga teng xos 
funksiyalarga mos keladi.

Uzun to‘lqin limiti va kesim chastotalari
k→0 da asosiy tarmoq ω=c0 k+O(k3 ) ko‘rinishda bo‘ladi, bunda c0

2=K/I; K — burash qattiqligi, I — uzunlik 
birligiga to‘g‘ri keladigan aylanma inersiya. K ni solishtirma burilish (birlik uzunlikka to‘g‘ri keladigan burilish 
burchagi) τ=∂z (uθ/r) bo‘lgan statik buralish masalasidan topamiz. Bu masalada uθ=τzr, ϑz=τz, ϑr=-τr/2 qattiq 
aylanish maydoni tenglamalarni aniq qanoatlantiradi va σθr=0 beradi, ammo r=R da mrr=-g1 τ≠0. Shuning uchun 
maydon (7) tenglamaning ω=k=0 dagi φ=Φ0 I0 (κr) yechimi bilan to‘ldiriladi:

bunda Iν — modifikatsiyalangan Bessel funksiyasi. mrr (R)=0 sharti (ξ=κR, τ=1 da) quyidagini beradi:

Burovchi moment T=∫S(rσθz+mzz )  dS (S — ko‘ndalang kesim) ning solishtirma burilishga nisbati samarali 
burash qattiqligini beradi: K=T/τ. z ga normal sirtdagi kuchlanishlar σθz=(μe+μc ) ∂z uθ+2μc ϑr va mzz=2g1 ∂z ϑz+g3 ∇⋅ϑ 
bo‘lib, (18) maydonda ular

ko‘rinishni oladi. ∫0
R r2  I1 (κr) dr=R2 I2 (ξ)/κ va ∫0

R r I0 (κr) dr=RI1 (ξ)/κ tengliklardan foydalanib integrallasak 
(τ=1):

Birinchi had klassik qattiqlik Kcl=πμe R4/2 ni beradi; 2πg1 R2 — sof moment kuchlanish hissasi (uning klassik 
hadga nisbati R-2 ga proporsional, shu sababli o‘lcham effekti yuzaga keladi), oxirgi ikki had esa chegaraviy qatlam 
tuzatmasi.

Uzun to‘lqinlarda Θ(z,t) burilish burchagi K ∂z
2 Θ=I ∂t

2 Θ tenglamani qanoatlantiradi. uθ=rΘ siljish maydoni I 
ga ρπR4/2 hissa qo‘shadi, ϑz=Θ mikroburilish esa ρJπR2 hissa qo‘shadi (radial mikroburilish O(k) marta kichik). 
Demak, I=ρπ(R4/2+JR2 ) va

k=0 da M1, M2, F3, N3 elementlari nolga teng (ular k ga proporsional), shuning uchun D=-M3 (F1 N2-F2 N1 ) va 
kesim chastotalari ikki mustaqil qismga ajraladi. A qism (φ-moda):

B qism (burovchi juft):
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B qism — klassik kesim chastotalari J2 (qR)=0 tenglamasining Kosser analogi (bu tenglamaga μc,gi→0 da o‘tish 
sonli tasdiqlanmagan, qarang: Cheklovlar). ω=ωc ildizi chiqarib tashlanadi.

Hajmiy ildizlar
1-jadval parametrlarida Lemmaning shartlari bajariladi (μe+μc=2,75 GPa >0, g1+g2=190 N >0, 2g1+g3=210 N); 

diskriminantning musbatligi qo‘shimcha ravishda ω∈[10-2,102 ] ω0 (ω0=cT/R) oralig‘ida 400 nuqtada tekshirildi, 
buzilish topilmadi.

Dispersiya spektri
2-rasmda aniq determinant ildizlari ko‘rsatilgan (1582 nuqta). Eng pastki tarmoq koordinata boshidan c0/

cT=0,8745 qiyalik bilan chiqadi, ya’ni klassik Ω=kR to‘g‘ri chizig‘idan pastda joylashadi. Uning ustida deyarli 
gorizontal ko‘plab tarmoqlar joylashgan; ularning k→0 dagi qiymatlari kesim chastotalaridir. Akustik tarmoq Ω_
c=1,5 sathidan kR≈2,7 atrofida hech qanday o‘zgarishsiz o‘tadi (2-rasm).

2-rasm. Kosser silindrning dispersiya spektri: Ω=ωR/cT ning kR ga bog‘liqligi (R=3 mm). Nuqtalar — aniq 
determinant (17) ildizlari; punktir — klassik burovchi J2 (qR)=0 tenglamasi; kulrang chiziq — klassik Ω=kR; nuqtali 
chiziq — Ωc (chiqarib tashlanadigan ildiz)

Uzun to‘lqin tezligi va o‘lcham effekti
R=3 mm uchun K/K_cl=1,0367 (moment kuchlanishlar qattiqlikni 3,7% oshiradi), 1+2J/R^2=1,3556 

(mikroinersiya 35,6% qo‘shadi) va  2-jadvalda (22) formula aniq 

determinant limiti bilan solishtirilgan: nisbiy farq barcha radiuslarda 3⋅10-10 dan kichik. 3b-rasmda |c(k)-c0 |/
c0=O(k2 ) ekani ko‘rinadi (og‘ma 2,00). 3c-rasm radiusga bog‘liqlikni ko‘rsatadi: c0/cT R=1,5 mm da 0,683, R=8 mm 
da 0,979 (2-jadavl).

2-jadval
Uzun to‘lqin tezligi : (22) formula va aniq determinant limiti

R, mm (22) formula aniq determinant nisbiy farq
1,5 0,68296 0,68296 -1,2⋅10-10

2 0,77386 0,77386 -9,9⋅10-11

3 0,87450 0,87450 -5,4⋅10-11

5 0,94799 0,94799 -2,3⋅10-10

8 0,97856 0,97856 2,8⋅10-10
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3-rasm. (a) Asosiy tarmoq c/cT va uzun to‘lqin tezligi c0/cT=0,8745. (b) |c(k)-c0 |/c0 ning yaqinlashishi (log–
log), og‘ma 2. (c) O‘lcham effekti: (22) formula (tutash chiziq) va faqat mikroinersiya holi (1+2J/R2 )-1/2 (punktir).

Kesim chastotalari
3-jadvalda A va B qismlarning dastlabki kesim chastotalari berilgan. Ikkala qism birlashmasi kR=0,005 dagi 

aniq determinant ildizlarini takrorlaydi: aniq ildizlar 738 981; 785 999; 835 785; 924 927; 1 005 689; 1 181 456 
rad/s, (23), (24) dan esa 738 981; 785 998; 835 784; 924 927; 1 005 689; 1 181 455 rad/s. Nisbiy farq 2⋅10-6 
dan oshmaydi va k ning chekli qiymati (kR=0,005) bilan izohlanadi. Eng quyi ildiz (2104 rad/s) akustik tarmoqqa 
tegishli. Barcha kesim chastotalari Ωc=1,5 dan yuqorida yotadi (3-jadval).

3-jadval
Kesim chastotalari Ω=ωR/cT (R=3 mm); Ωc=1,5 chiqarib tashlangan

Qism 1 2 3 4 5 6
A qism, (23) 1,5359 1,9224 2,4556 3,0657 3,7153 4,3868
B qism, (24) 1,6337 1,7371 2,0903 2,6361 3,2352 3,8627

Burovchi to‘lqin tezligiga Kosser hissasi ikki qarama-qarshi masshtab effektining nisbati bilan aniqlanadi: 
moment kuchlanishlar tufayli qotish (∼g1/(μe R2 )) va mikroinersiya (∼J/R2). Qabul qilingan parametrlarda 
ikkinchisi ustun, shuning uchun c0<cT, radius ortishi bilan esa c0→cT. Boshqa materiallarda sof ta’sir ishorasi teskari 
bo‘lishi mumkin, shuning uchun formulani g1, g3, J ning mustaqil aniqlangan qiymatlari bilan qo‘llash kerak. Shu 
ma’noda (22) teskari masala uchun foydali bo‘lishi mumkin: bir necha radiusli sterjenlarda c0 (R) ni o‘lchab, K/Kcl 
va J ni nazariy jihatdan ajratish mumkin.

Yassi tarmoqlarda mikroburilish erkinlik darajalari ustun, guruh tezligi kichik. Faqat eng pastki tarmoq 
sterjen tipidagi to‘lqin bo‘lib, uning tezligini burash qattiqligi (21) va aylanma inersiya belgilaydi. ωc — bir jinsli 
(gradiyentsiz) mikroburilishning xususiy chastotasi; unda determinantning ildizi olib tashlanadi va akustik 
tarmoq bu sathdan silliq o‘tadi. 3a-rasmda kR≈3 atrofida kichik egilish bor: u, ehtimol, akustik tarmoq yaqin 
joylashgan boshqa tarmoq bilan to‘qnashganda ildizlarning qayta tartiblanishidan kelib chiqadi (bu talqin alohida 
tekshirilmagan).

Cheklovlar
(i) Chastota tenglamasi faqat o‘qqa simmetrik burovchi tipdagi to‘lqinlar uchun yozilgan; bo‘ylama va egilish 

tipidagi to‘lqinlar ham mikroburilish bilan bog‘langan, ammo bu maqolada ko‘rilmagan. (ii) Sonli qiymatlar qabul 
qilingan model parametrlariga tegishli; haqiqiy material uchun g_i va J tajribada aniqlanishi kerak. (iii) Formulaning 
tajriba bilan solishtirilishi bajarilmagan. (iv) Kosser doimiylari nolga intilganda determinant ildizlarini klassik 
Pochhammer spektri bilan solishtirishga urinildi, biroq ωc→0 da mikroburilish modalari zich to‘planib, klassik 
ildizlarni ajratib bo‘lmadi; shu sababli klassik limit sonli tasdiq sifatida keltirilmaydi.

X U L O S A  V A  T A K L I F L A R
Ishda chiziqli izotrop Kosser materialidan yasalgan doiraviy silindrda o‘qqa simmetrik burovchi tipdagi 

to‘lqinlar tadqiq etildi. Asosiy natijalar:
— erkin Kosser silindrda burovchi tipdagi to‘lqinlar uchun aniq 3×3 chastota tenglamasi (17) olindi; hajmiy 

ildizlar s1,2 barcha ω>0 da haqiqiy ekani Lemmada isbotlandi, ωc dagi soxta ildiz va qn=0 dagi ildizlar aniqlanib 
chiqarib tashlandi;

— chegaraviy qatlamli aniq statik buralish yechimidan c0 uchun (22) yopiq formula chiqarildi; qabul qilingan 
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parametrlarda (R=3 mm) c0/cT=0,8745, formula aniq determinant bilan 3⋅10-10 dan yaxshi mos keladi;
— kesim chastotalari aniq (23), (24) tenglamalarga ega ikki mustaqil qismga ajraladi; ularning birlashmasi 

aniq determinant ildizlarini nisbiy farq 2⋅10-6 dan oshmaydigan aniqlikda takrorlaydi.
Natijalar Kosser sterjenlarda burovchi to‘lqinlar tezligini radius bo‘yicha baholash va mikrostruktura 

doimiylarini to‘lqin o‘lchovlaridan aniqlash uchun asos bo‘ladi. Keyingi tadqiqotlarda bo‘ylama va egilish tipidagi 
to‘lqinlarni hisobga olish hamda formulani tajriba ma’lumotlari bilan solishtirish ko‘zda tutiladi
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