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Annotatsiya. Kosser (mikropolyar) muhit mikrostrukturali materiallarda to‘lginlarning o‘lchamga bog'liq tarqalishini tasvir-
laydi, biroq silindrik to‘lgin o‘tkazgichdagi burovchi to‘lginlar uchun yopiq ko‘rinishdagi natijalar yetarli emas. Ishda chiziqli
izotrop Kosser materialidan yasalgan, yon sirti erkin doiraviy silindrda o‘qqa simmetrik burovchi tipdagi to‘lginlar o‘rganil-
gan. Siljish va mikroburilish maydonlari potensiallar orqali ajratilib, Bessel funksiyalaridagi aniq yechim qurilgan; chastota
tenglamasi 3x3 determinant ko‘rinishida yozilgan; uzun to‘lqin limiti chegaraviy qatlamli statik buralish yechimi orqali topil-
gan. Hajmiy xarakteristik tenglamaning ikkala ildizi haqiqiy ekani isbotlangan. Uzun to‘lqin tezligi uchun burash qattiqligin-
ing olcham effekti va mikroinersiyani oshkor hisobga oluvchi yopiq formula olingan, kesim chastotalari ikki mustaqil gismga
ajralishi ko‘rsatilgan. Model parametrlarining qabul qgilingan to‘plamida (R=3 mm) c0 /cT =0,8745; bunda burash qattiqligi
klassik giymatdan 3,7% yuqori, aylanma inersiya esa 35,6% katta. Yopiq formula va aniq determinant 3-10-10 dan yaxshi
aniglikda mos keladi. Natijalar Kosser sterjenlarda burovchi to‘lginlar tezligini radius bo‘yicha baholash va mikrostruktura
doimiylarini to‘lqin o‘lchovlaridan aniglash uchun asos bo‘ladi.

Kalit so‘zlar: Kosser (mikropolyar) elastikligi, silindrik to‘lqin o‘tkazgich, burovchi to‘lginlar, chastota tenglamasi, kesim chas-
totasi, o'lcham effekti, mikroinersiya.

Abstract. The Cosserat (micropolar) medium describes size-dependent wave propagation in microstructured materials, but
closed-form results for torsional waves in a cylindrical waveguide remain insufficient. Axisymmetric torsional-type waves in
a circular cylinder with a traction-free lateral surface, made of a linear isotropic Cosserat material, are studied. Displacement
and microrotation fields are decoupled via potentials to construct an exact solution in terms of Bessel functions; the frequency
equation is written as a 3x3 determinant, and the long-wave limit is derived using the boundary-layer static torsion solution.
Both roots of the bulk characteristic equation are proved to be real. A closed-form expression for the long-wave speed explic-
itly accounting for the size effect of torsional stiffness and micro-inertia is obtained, and cut-off frequencies are shown to split
into two independent families. For the assumed model parameters (R=3 mm) c0 /cT =0,8745, with the torsional stiffness
exceeding the classical value by 3.7% and the rotational inertia being 35.6% larger. The closed-form formula agrees with the
exact determinant to better than 3-10-10. The results provide a basis for evaluating the radius-dependent torsional wave
speed in Cosserat rods and determining microstructural constants from wave measurements.

Keywords: Cosserat (micropolar) elasticity, cylindrical waveguide, torsional waves, frequency equation, cut-off frequency,
size effect, micro-inertia.

AnHotanua. Cpesa Koccepa (MuKpomosisipHas) ONMCbIBaeT pa3MepHO-3aBUCHMO€ pacopoCcTpaHeHHWe BOJH B
MUKPOCTPYKTYPUPOBAaHHBIX MaTepHasaX, OJHAKO 3aMKHYTble pe3yabTaThbl A/ KPYTUJIbHBIX BOJH B LHUJIMHAPHYECKOM
BOJIHOBOJle OCTAlOTC HeAOCTAaTOYHbIMHU. HcciefoBaHbl OCeCMMMETPUYHble BOJHBI KPYTHUJIBHOTO THUNA B KPyroBOM
LUJMHJApPEe cO CBOGOJHON GOKOBOM NMOBEPXHOCTbIO M3 JUHEWHOro MU30TpomHoro MaTepuana Koccepa. [lona cMmelmeHuit u
MHUKpOBpaILleHUH pa3sje/ieHbl C TOMOIbI0 MOTEHI[MAJ0B U MOCTPOEHO TOYHOe pelileHHe B QYHKIUAX Beccess; yacToTHOe
ypaBHeHMe 3allMCaHO B BU/Je onpefenuTess 3x3, a AJMHHOBOJIHOBBIN Npejes Hal/leH U3 pelleHus 3a/ladd CTaTU4eCKOro
Kpy4YeHHUsl C IOrpaHUYHBIM cj0eM. /loka3aHo, YTO 06a KOPHSI 060BEMHOI0 XapaKTepPUCTUIECKOT0 ypaBHEHUs] BellleCTBEeHHBI.
[TonyyeHa 3aMkHyTasi GopMysia /s AJUHHOBOJHOBOW CKOPOCTH, IBHO YYUTbIBaIOIasi pa3MepHbId 3pPeKT KPyTUIbHON
KECTKOCTM U MHUKPOMHEPLMIO; MOKa3aHO, YTO YacTOThl OTCEYKM pacMaJaloTcs Ha JABa He3aBUCUMBIX ceMelcTBa. [
NPUHATBIX MOJeJbHbIX NmapamMeTpoB (R=3 mm) cO /cT =0,8745, npu 3TOM KpyTWU/IbHAsA >XECTKOCTb Ha 3,7% Bbllle
KJIaCCUYeCKOT0 3HaueHMs, a BpalljaTesbHass MHeplus 6osblle Ha 35,6%. 3aMkHyTasg ¢opMysa coraacyeTcsi C TOUYHBIM
onpejieIuTe/eM C TOYHOCTbIO Bbllle 3-10-10. Pe3ynbTaThl MOTYT CJAY>KUTb OCHOBOM AJIs1 OLlEHKH CKOPOCTH KPYTHJIBHBIX
BOJIH B CTepXkHAX Koccepa B 3aBUCHMOCTH OT pajiuyca U g onpefie/leHUust MUKPOCTPYKTYPHBIX NOCTOSIHHBIX [0 BOJIHOBBIM
HM3MepeHUsIM.

KnroueBble cioBa: ynpyrocts Koccepa (MUKponoJisipHasi), [UJIAHAPUYECKUH BOJHOBO/I, KPYTHUJIbHBIE BOJIHBI, YaCTOTHOE
ypaBHEHHeE, YaCTOTa OTCEYKH, pa3MepHbIN 3pPEeKT, MUKPOUHEPIHS.
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KIRISH

Kosser (mikropolyar) kontinuumi E. va F. Kosserlar tomonidan kiritilgan [1] hamda A. Eringen va V.
Novatskiy ishlarida to‘liq chizigli nazariya shakliga keltirilgan [2-4]. Ushbu nazariyada siljish maydoniga mustaqil
mikroburilish maydoni va moment kuchlanishlari qo‘shiladi. Shuningdek, yaqin yondashuv sifatida moment
kuchlanishli modellar ham ishlab chiqgilgan [5-7]. Kosser effektlari ko‘pik va suyak kabi g'‘ovak materiallarda
tajribada kuzatilgan bo‘lib [8, 9], barcha doimiylarni aniqlash masalalari ham o‘rganilgan [10].

Cheklangan ko'ndalang o‘lchamli silindrik to‘lqin o‘tkazgichda burovchi tipdagi to‘lginlar uchun mikrostruktura
ta’sirini oshkor ifodalovchi yopiq natijalarni yanada to‘ldirish talab etiladi. Bu tolgin tezligining radiusga
bog‘ligligini baholash va mikrostruktura doimiylarini to‘lgin o‘lchovlaridan aniglash imkoniyatini kengaytiradi.

Tadqgiqotning maqgsadi doiraviy Kosser silindri uchun aniq chastota tenglamasi va hajmiy ildizlar tuzilishini,
uzun tolgin tezligining yopiq formulasini hamda kesim chastotalari uchun aniq tenglamalarni olishdan iborat.
Ishning ilmiy yangiligi yon sirti erkin doiraviy Kosser silindrida burovchi tipdagi tolginlarning aniq chastota
tenglamasi, olcham effekti va mikroinersiyani hisobga oluvchi yopiq formula hamda kesim chastotalari
tenglamalarining aniqlanganligidir. Asosiy natijalar — (22) formula va (23), (24) tenglamalar — aniq determinant
bilan sonli solishtirilgan.

MAVZUGA OID ADABIYOTLAR SHARHI

Klassik elastik sterjenlarda chastotalar spektri Pochhammer-Chree tenglamalaridan topiladi [11-14].
Mikropolyar muhitda yarim fazoning tekis chegarasidan tekis to‘lginlarning qaytishi [15] hamda Lyav to‘lginlari
uchun subsonik tezlikning mavjudligi va yagonaligi o‘rganilgan [16]. Ushbu ishlarda yarim fazo uchun masalaning
go'yilishi yetarlicha yoritilgan bo‘lsa-da, chekli ko‘ndalang o‘lchamli silindr holati kamroq tadqiq etilgan. Mazkur
matnni tahrirlash jarayonida sun’iy intellekt imkoniyatlaridan ham foydalanildi.

Doiraviy silindrning mikropolyar elastik tebranishlari [17] va Sen-Venan tipidagi masalalari [18] chekli
o‘lchamli silindrik jismlarda mustaqil mikroburilish maydoni hamda moment kuchlanishlarini hisobga olish va
statik deformatsiyadagi mikropolyar effektlarni ochib berish uchun asos bo‘ldi. Shunga qaramay, ko‘rib chigilgan
manbalarda yon sirti erkin Kosser silindri uchun burovchi tipdagi to‘lginlarning aniq chastota tenglamasi, uzun
tolgin tezligining o‘lcham effekti hamda mikroinersiyani hisobga oluvchi yopiq formula va kesim chastotalarining
oshkor tenglamalari to‘liq aks etmagan.

0O‘zbekiston ilmiy maktabida X. Xudoynazarov va hammualliflar ko‘p gatlamli qovushqog-elastik silindrik qobiq
hamda sterjenlarning burovchi tebranishlari uchun aniqlashtirilgan tenglamalarni qurib, tebranish chastotalarini
tahlil gilganlar [19-21]. L.I. Safarov, M.X. Teshayev, Z.I. Boltayev va boshqalarning ishlarida esa silindrik qobiglarda
xos to‘lginlarning dispersiya hamda dissipativ xossalari o‘rganilgan [22, 23].

Ushbu tadqiqot masalaning qo‘yilishi va dispersiya tenglamasini sonli tahlil gilish uslubi bo‘yicha ko‘rsatilgan
ishlarga tayanadi. Biroq mazkur manbalarda muhit klassik yoki qovushqoq-elastik kontinuum sifatida garalib,
mikroburilish maydoni hamda moment kuchlanishlar kiritilmagan. Ogibatda, materialning xarakteristik uzunligi
va mikroinersiyasi orqali yuzaga keladigan o‘lcham effekti e’tibordan chetda qolib, radiusi kichik sterjenlardagi
og‘ishlarni tavsiflash imkoniyati cheklangan. Ushbu maqolada klassik modeldan Kosser kontinuumiga o‘tish orqali
anashu ilmiy bo‘shliq to‘ldiriladi.

TADQIQOT METODOLOGIYASI

Tadqgiqot nazariy-analitik xarakterga ega bo‘lib, analitik chiqarishlar sonli hisoblash va aniq yechim bilan
o‘zaro solishtirish orqali tekshirilgan. Metodologik jihatdan tadqiqotda chiziqli izotrop Kosser kontinuumi modeli,
potensiallar usuli, Bessel funksiyalaridagi aniq yechim, determinantli chastota tenglamasi, chegaraviy gatlamli
statik buralish yechimi va chekli ayirmalar bilan tekshiriladigan sonli ildiz gidirish usullari qo‘llanildi. Tadqiqot
quyidagi bosqichlardan iborat.

1-bosqich. Model. Muhit sifatida Eringen-Nowacki shaklidagi chizigli izotrop Kosser (mikropolyar) kontinuumi
gabul gilingan [2-4]. U siljish maydoni u bilan birga mustaqil mikroburilish maydoni 9 va moment kuchlanishlarni
hisobga oladi. Harakat tenglamalari (1), (2) [16] dagi belgilashlarda yozilgan; 9=1/2 Vxu bo‘lganda model klassik
Lamé-Navier tenglamalariga o‘tadi.

2-bosqich. Maydonlar sinfi va tenglamalarni ajratish. Silindrik koordinatalar (r,6,z) da 8 ga bog‘liq bo‘lmagan
(3) ko'rinishdagi maydonlar sinfi qaraladi. Bu sinf (1), (2) tenglamalarga nisbatan yopiq. Mikroburilish vektori ¢
va | potensiallar orqali ifodalanadi (4); natijada tizim uchta skalyar tenglamaga ajraladi: o’zaro bog‘langan (5), (6)
va mustaqil (7).

3-bosqich. Hajmiy yechim. Maydonlar exp[i(kz-wt)] ko‘paytuvchi bilan va radial yo‘nalishda Bessel funksiyalari
orqali gidiriladi. (5), (6) tizimdan s=q?+k? ga nisbatan (11), (12) tenglamalar kelib chigadi; uning ikkala ildizi
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haqiqiy ekani Lemmada isbotlanadi. Regulyarlik talabi r=0 da Y funksiyasini chiqarib tashlaydi, argument kvadrati
manfiy bo‘lganda ] o‘rnigal olinadi.

4-bosqich. Chastota tenglamasi. Yon sirt r=R da kuch va moment yuklamalari yo‘q deb gabul qilinadi (15).
Umumiy yechimni (8)-(10) ifodalarga qo‘yib, c ,c,c, ga nisbatan bir jinsli 3x3 tizim olinadi; uning determinanti
(17) chastota tenglamasini beradi. Ikki alohida holat hisobga olinadi: w=w_dagi soxta ildiz va q =0 dagi ildizlar.

5-bosgich. Uzun to‘lgin limiti. Asosiy tarmoq uchun w=c; k+0(k, ) deb olinadi, c*=K/I. Burash qattigligi K
solishtirma burilishi t bo‘lgan statik buralish masalasidan topiladi: qattiq aylanish maydoni r=R da m_rr=0 shartini
ganoatlantirmagani uchun u (7) tenglamaning w=k=0 dagi yechimi bilan to‘ldiriladi (chegaraviy qatlam, (18),
(19)); burovchi moment T=IS (ro,,+m_ ) dS integrallanib, K=T/t olinadi (21). Aylanma inersiya I ga siljish va
mikroburilish maydonlarining hissalari qo‘shiladi; shu bilan (22) formula hosil bo‘ladi.

6-bosqich. Kesim chastotalari. k=0 da determinantning bir gator elementlari nolga aylanadi va u ikki
ko‘paytuvchiga ajraladi; bu A qism ((23), ¢-moda) va B qism ((24), burovchi juft) uchun mustaqil tenglamalarni
beradi.

7-bosqich. Sonli amalga oshirish. Chastota tenglamasining ildizlari determinantning ishora o‘zgarishi bo‘yicha
zich w to‘rida qidiriladi va Brent usuli bilan aniqlashtiriladi; hisoblash tartibi va model parametrlari keyingi kichik
bo‘limda keltirilgan.

8-bosqich. Natijalarning ishonchliligini baholash. Natijalar quyidagi mezonlar bo‘yicha tekshirilgan: (22) yopiq
formula aniq determinantning k—0 limiti bilan bir necha radius uchun solishtirilgan (2-jadval); |c(k)-c, |/c,=0(k*)
yaqinlashish tartibi log-log grafikda tekshirilgan (3b-rasm); (23), (24) tenglamalardan olingan kesim chastotalari
kR=0,005 dagi aniq determinant ildizlari bilan solishtirilgan; Lemma shartlari qabul qilingan parametrlarda
tekshirilgan.

Masalaning qo'yilishi va asosiy tenglamalar

(r,8,z) — silindrik koordinatalar, u — siljish, 9 — mikroburilish, p — zichlik, p] — mikroinersiya zichligi
(J uzunlik kvadrati olchamiga ega) bo‘lsin. Eringen-Nowacki shaklidagi chiziqli izotrop Kosser mubhiti kuch
kuchlanishlari bo‘yicha A, p, p, modullari va moment kuchlanishlari (egrilik) bo‘yicha g , g,, g, modullari bilan
tavsiflanadi; bunda g=p_L > a, L — xarakteristik uzunlik, a, — o‘lchamsiz koeffitsientlar. Harakat tenglamalari [16]
dagi belgilashlarda quyidagi ko'rinishga ega

pl'i=(Jue+,uc).f_lu+(ue—pc+ﬂc)V(V-u)+2pCVx8 (D
pl9=1(9:492)49+ (91— g2+ g3)V(V- ) + 2u, VXu—4ud (2)

Buyerda A — Laplas operatori, Vx — rotor, nuqtalar vaqt bo‘yicha hosilani bildiradi. 9=1/2 Vxu (qattiq burilish)
bo‘lganda (1) tenglamada p_c ni o'z ichiga olgan hadlar o‘zaro qisqaradi va klassik Lamé-Navier tenglamalari hosil
bo‘ladi; u.—~0 da ham u uchun xuddi shu tenglamalar tiklanadi.

0 ga bog'liq bo'lmagan quyidagi maydonlarni garaymiz (1-rasm):

u=1uy(r,zt)eg, 9=9,.(rzt)e, +9,(r,zt)e, (3)

to’lgin targalishi, ¢ "<~

' R us (%) ! I—- 8. /

erkin sirt r= f:
e =My =1, =0

Kosser materiali

Bo'ylama kesim (r-z tekislik) Ko'ndalang kesim (r-¢ tekislik)

@ — rasm tekisligidan kuzatuvehi tomonga vo'nalish

1-rasm. Masalaning geometriyasi: z — to‘lgin tarqalish o‘qi, R — silindr radiusi, u, — tangensial siljish, 9, 9, —
mikroburilish komponentlari; erkin sirt r=R da 6,,=m _=m =0
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Bu maydonlar sinfi (1), (2) tenglamalarga nisbatan yopiq va klassik burovchi to‘lginlarning Kosser muhitiga
umumlashmasidir. Mikroburilish vektorini potensiallar orqali ifodalaymiz:

9 =Vp+Vxey),

4

9, =0, —0yh O, =0, + 0+ P/, 2
U holda (1), (2) tizim uchta skalyar tenglamaga ajraladi:

pitg = (e + Uc) Lug — 2 LY (5)

,U)( lp = (91 + 92) LTIJ + 2#6”8 - 4#6‘!” (6)

Pl P = (291 + g3) Asp — Apcp (7)

bu yerda, . (5) va (6) o‘zaro bog‘langan juft, (7) esa “bo‘ylama” mikroburilish potensiali uchun Klein-Gordon
tipidagi mustagqil tenglamadir. Chegaraviy shartlarda qatnashuvchi kuchlanishlar quyidagicha (birinchi indeks —
yo'nalish, ikkinchisi — normali r bo‘lgan sir):

(8)

9)
(10)

Ogr = (Jue + Hc) aruﬂ - (nue - Juc) uTg_ 2uc9,
9,
My = 291 arﬁr + 93 (arﬁr + - + C”;3792)
My = (gl + 92) arﬁz + (91 - 92) 62791‘

Hisoblash tartibi va model parametrlari

Har bir k uchun D"(w,k) zich w to‘rida hisoblandi; ishora o‘zgargan oraliglar Brent usuli bilan aniglashtirildi
(aniglik 10”(-12) w). Qutblar oraliq chetlarida |D”(w, )|<10-3 max|D" | sharti bilan chigarib tashlandi. Argument
kvadrati manfiy bolganda ] o‘rniga I olindi. Asosiy (akustik) tarmoq 0,3 ¢, k<w<1,3 ¢, k oraliqda qidirildi; w_dagi
chiqarib tashlanadigan ildiz determinantni (w-w_) ga bolib yo‘qotildi. Matritsa elementlari chekli ayirmalar bilan
tekshirildi. Uzun to‘lqin tezligi aniq determinant ildizlaridan k=0 da Richardson ekstrapolyatsiyasi bilan alohida
hisoblandi.

1-jadvaldagi parametrlar polimer tipidagi material uchun qabul qilingan model giymatlari bo‘lib, ular
olchanmagan va tajriba ma’lumoti sifatida qaralmasligi kerak. ] giymati Q =w_R/c =1,5 bo‘ladigan qilib tanlandi.
Natijalar olchamsiz Q=wR/c, ko‘rinishda keltiriladi (1-jadval).

N\

1-jadval
Qabul gilingan model parametrlari (LC=0,2 mm, (x1=1,5, a,=0,4, a,=-0,9, uc=0,1ue)1
M, GPa M., MPa g, N g, N g, N p, kg/m? J, mm? R, mm
2,5 250 150 40 -90 1200 1,6 3

Bunda ¢+ = JHe/p = 1443,4 m/s va w,. = 7,22 - 10° rad/s.

TAHLIL VA NATIJALAR

Hajmiy yechim va ildizlarning haqiqiyligi

Maydonlarni u,,p,xexp[i(kz-wt)] ko'rinishda gidiramiz (k — o‘q bo‘ylab to‘lgin soni, w — doiraviy chastota).
u,=UZ, (qr), =¥ Z, (qr) (Z,—], yoki Y, Bessel funksiyasi) va s=q*+k* deb olsak, L operatori bu funksiyalarga -s ga
ko‘paytirish bilan ta’sir giladi, shuning uchun (5), (6) dan U va ¥ ga nisbatan quyidagi bir jinsli tizim hosil bo‘ladi:

—Z,MC.S'

(e + 1e)s — pw? Uy _ [0
[u e (91+gz)8+4uc—p]w2“‘1’]_[O]

—2u, b

Noldan farqli yechim mavjud bo‘lishi uchun tizim determinanti nolga teng bo'lishi kerak; bu ga nisbatan
kvadrat tenglamani beradi:

267
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As?+Bs+C =0,
A = (e + 191+ g2)
B = (e + u)(4u. — pJw?) — pw?(g, + g;) — 4u,
C = —pw*(4u. — pJw?).

(12)

Mos yechim ¥ = 2u., U =(g; +g2)s + 4u, — pJo? ko'rinishda normallanadi. Uchinchi moda (7) dan

topiladi:
2 2 p]mz_‘l'iuc
+ k* = ———"= 13
qs3 2.4 94 (13)

Lemma (ildizlarning haqiqiyligi). Agar p_+p >0, g,+g,>0, p>0, p_#0 bo'lsa, (12) tenglamaning diskriminanti har
bir >0 da musbat; demak, s,,s,ER va s, <pw?/(p +u_)<s,.
Isbot. (12) tenglamaning chap tomoni quyidagi ko‘phadga aynan teng:

f(s) = [I's — pw?]las + B] - 4uis
bu yerda I' =pe + e, a = g1 + 2.8 = 4pc — pJw’.s. = pw?/I' >0 bo'lsin. U holda f(s, )=-4p? s.<0, f ning bosh

koeffitsienti A='a>0 bo‘lgani uchun esa f(s)—+00 (s—#*0). s, nuqtada manfiy, +co da musbat bo‘lgan uzluksiz
funksiya s, ning har ikki tomonida kamida bittadan haqiqiy ildiz3ga ega; kvadrat tenglama bo‘lgani uchun ular
aynan bittadan. Demak, ikkala ildiz haqiqiy va turlicha va’ni diskriminant aat’iy musbat.

r=0 da regulyarlik Y, ni chiqarib tashlaydi. g, =+/S, —k? (n = 1,2) bolganda to'la silindrdagi umumiy
yechim (umumiy ko‘paytuvchi expl[i(kz-wt)] tushirib qoldirilgan):

Ug = 2121=1 Cn Un]l(Qnr);
v, =—ik WZ%:l Cn]l(ﬁ'nr) - C3Q‘3]1(Q3?”): (14)
9, =WXio1cnqnlo(qur) + ik c3)y(gs7),

bunda c,,c,,c, — ixtiyoriy doimiylar, W=2p, U =(g,+g,) s, +4u_-pJw? Argument kvadrati manfiy bo‘lganda (s <k’
yoki q,’<0) ] (qr) o‘rnigal (|q|r) olinadi (ixtiyoriy doimiy ko‘paytuvchi anigligida).

Chegaraviy shartlar va chastota tenglamasi

r=R yon sirt kuch va moment yuklamalaridan holi:

agr = 0, My =0, Mz =0 (r=R) (15)

(14) yechimni (8)-(10) ga qo‘ysak, c,,c,,c, uchun bir jinsli 3x3 tizim hosil bo‘ladi; uning elementlari (F, M, N —
mos ravishda o,, m_, m_ ga hissalar):

2pplin

B = (e + 1IUn — 21 ¥1qno(qnR) — == ]1(gnR),

M, =2g;ikw |2 q.70(q.R)|,

N, =W[(g1 — g2)k? — (g1 + g2)q31/1(gnR), n =12, (16)
F3 = —2pcikJo(qsR),

Ms = —[(2g9: + g3)q3 + gsk?1Jo(qsR) + zgﬁﬂh(‘?sn),

N3 = —2g, ik q5/1(gsR).

Chastota tenglamasi:

TR R
D(w, k) = det ’Ml M, M;|=0 (17)
Ny N, N3
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(16) dagi F, M, N (n=1,2) elementlari g_n ga nisbatan toq. n=1,2 ustunlarni q_ ga, uchinchi ustunni ik ga
va ikkinchi satrni ik ga bo‘lsak, determinant D'=-D/(k* q, q, ) ga o‘tadi; u q,% q,% bo‘yicha juft va haqiqiydir. s <s,
tartibida va Lemmaga ko‘ra ildizlar oddiy bo‘lgani uchun D" — (w,k) ning haqiqiy analitik funksiyasi, uning ildizlari
esa ishora o‘zgarishidan topiladi. Ikki holat alohida hisobga olindi: (a) u)C:\/ (4u./(p]) ) dagi chigarib tashlanadigan
ildiz — bunda s=0 ildiz bo‘ladi va U=0 bo‘lgani uchun hajmiy yechim bazisi buziladi; D"/(w-w_) esa noldan farqgli
chekli limitga intiladi, ya'ni bu ildiz to‘lginga mos kelmaydi; (b) q =0 dagi ildizlar — ular aynan nolga teng xos
funksiyalarga mos keladi.

Uzun to‘lqin limiti va kesim chastotalari

k—0 da asosiy tarmoq w=c, k+0O(k* ) ko‘rinishda bo‘ladi, bunda c*=K/I; K — burash qattigligi, I — uzunlik
birligiga to‘g'ri keladigan aylanma inersiya. K ni solishtirma burilish (birlik uzunlikka to‘g‘ri keladigan burilish
burchagi) t=0, (u,/r) bo‘lgan statik buralish masalasidan topamiz. Bu masalada u,=tzr, 9 =1z, 9 =-tr/2 qattiq
aylanish maydoni tenglamalarni aniq ganoatlantiradi va o, =0 beradi, ammo r=R da m_=-g, t#0. Shuning uchun
maydon (7) tenglamaning w=k=0 dagi ¢=® I, (xr) yechimi bilan to‘ldiriladi:

Al
T.9r — _g-|— K(po Il(}fr); K= Jﬁ (18)

bunda [ — modifikatsiyalangan Bessel funksiyasi. m__(R)=0 sharti (§=kR, t=1 da) quyidagini beradi:

P, = g1 19
T apc[ro (-5 22—, (O] 1)

(2g1+g3) ¢

Burovchi moment T=_|'S(rcrez+mZZ ) dS (S — ko'ndalang kesim) ning solishtirma burilishga nisbati samarali
burash qattigligini beradi: K=T/t. z ga normal sirtdagi kuchlanishlar o, =(p +u )0, u,+2p 9 vam _=2g d 9 +g, V-9
bo‘lib, (18) maydonda ular

Op; = UeTT + 2 K Dol (KT)- my; = 291T + gSKZCPOIO (KT)

ko‘rinishni oladi. IOR r* I (kr)dr=R?L, (§)/x va IOR r I, (xr) dr=RI, (§)/x tengliklardan foydalanib integrallasak
(x=1):

K =2 [0 4+ giR? + U 2o R2L(E) + 9500 L] @D

Birinchi had klassik qattiglik K =mp_R*/2 ni beradi; 2mg, R* — sof moment kuchlanish hissasi (uning klassik
hadga nisbati R ga proporsional, shu sababli o‘lcham effekti yuzaga keladi), oxirgi ikki had esa chegaraviy qatlam
tuzatmasi.

Uzun to‘lginlarda ©(z,t) burilish burchagi Kd * =192 © tenglamani ganoatlantiradi. u,=r® siljish maydoni I
ga pmR*/2 hissa qo‘shadi, 9 =0 mikroburilish esa pJnR? hissa qo‘shadi (radial mikroburilish O(k) marta kichik).
Demak, I=pm(R*/2+]JR?) va

N . S
pr(R*/2+]JR?2)’

c K/K. _
= TR Cr = /Ue/P-

k=0 da M, M,, F,, N, elementlari nolga teng (ular k ga proporsional), shuning uchun D=-M, (F, N-F, N, ) va
kesim chastotalari ikki mustaqil qismga ajraladi. A gqism (¢-moda):

(22)

(291 + g3) xJo(x) = 29,]1(x), X = q3R,

0?2 = Met(201+gs) 2[R (23)
pJ '
B qism (burovchi juft):
(FiNz — FaNy)g=0 =0 (24)
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B gism — klassik kesim chastotalari ], (QR)=0 tenglamasining Kosser analogi (bu tenglamaga p_,g—0 da o'tish
sonli tasdiglanmagan, qarang: Cheklovlar). w=w_ildizi chiqarib tashlanadi.

Hajmiy ildizlar

1-jadval parametrlarida Lemmaning shartlari bajariladi (u +p =2,75 GPa >0, g,+g,=190 N >0, 2g +g,=210 N);
diskriminantning musbatligi go‘shimcha ravishda w€[10%10* ] w, (w,=c /R) oraligida 400 nuqtada tekshirildi,
buzilish topilmadi.

Dispersiya spektri

2-rasmda aniq determinant ildizlari ko‘rsatilgan (1582 nuqta). Eng pastki tarmoq koordinata boshidan c /
c,=0,8745 qiyalik bilan chigadi, ya'ni klassik Q=kR to'g'ri chizig'idan pastda joylashadi. Uning ustida deyarli
gorizontal ko‘plab tarmoglar joylashgan; ularning k—0 dagi giymatlari kesim chastotalaridir. Akustik tarmoq €_
c=1,5 sathidan kR~2,7 atrofida hech qanday o‘zgarishsiz o‘tadi (2-rasm).

wRler

Q=

0 . i I I T T I L T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
kR
+  Cosserat, exact determinant s 3= dudipd) Rier
----- classical (i, only, J2(gR)=0) classical Q=kR

2-rasm. Kosser silindrning dispersiya spektri: Q=wR/c, ning kR ga bog'ligligi (R=3 mm). Nuqtalar — aniq
determinant (17) ildizlari; punktir — klassik burovchi ], (qR)=0 tenglamasi; kulrang chiziq — klassik Q=kR; nuqtali
chiziqg — Q_(chiqarib tashlanadigan ildiz)

Uzun to‘lqin tezligi va olcham effekti
R=3 mm uchun K/K cl=1,0367 (moment kuchlanishlar gattiglikni 3,7% oshiradi), 1+2]J/R"2=1,3556
(mikroinersiya 35,6% qo‘shadi) va co/ctr = \/1,0367/ 1,3556 = 0,8745. 2-jadvalda (22) formula aniq

determinant limiti bilan solishtirilgan: nisbiy farq barcha radiuslarda 3-10"° dan kichik. 3b-rasmda |c(k)-c, |/
¢,=0(k*) ekani ko'rinadi (og'ma 2,00). 3c-rasm radiusga bog'liglikni ko‘rsatadi: c¢,/c, R=1,5 mm da 0,683, R=8 mm
da 0,979 (2-jadavl).

2-jadval
Uzun to‘lqin tezligi : (22) formula va aniq determinant limiti
R, mm (22) formula aniq determinant nisbiy farq
1,5 0,68296 0,68296 -1,2-10°1%

2 0,77386 0,77386 -9,9-101
3 0,87450 0,87450 -5,4-1011
5 0,94799 0,94799 -2,3-10°%
8 0,97856 0,97856 2,8:101°
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(a)

10 ] 1.0
0.8 +
= 0.8 4
o) 4
_ 071 2 10 =~
g i 3
~ 0.6 < 105 4 S 0.6
T
0.5 4 — e
v coler=087 1076 4 0.4 1 IS
oler=0.8745 ! micro-inertia only
0‘4 L T T T T i T T T T
0 2 4 1072 1071 0 10 20
kR kR R, mm

3-rasm. (a) Asosiy tarmoq c/c, va uzun to‘lqin tezligi c,/c =0,8745. (b) [c(k)-c, |/c, ning yaqinlashishi (log-
log), og'ma 2. (c) O‘lcham effekti: (22) formula (tutash chiziq) va fagat mikroinersiya holi (1+2]/R?)'/? (punktir).

Kesim chastotalari

3-jadvalda A va B gismlarning dastlabki kesim chastotalari berilgan. Ikkala qism birlashmasi kR=0,005 dagi
aniq determinant ildizlarini takrorlaydi: aniq ildizlar 738 981; 785 999; 835 785; 924 927; 1 005 689; 1 181 456
rad/s, (23), (24) dan esa 738 981; 785 998; 835 784; 924 927; 1 005 689; 1 181 455 rad/s. Nisbiy farq 2:10¢
dan oshmaydi va k ning chekli giymati (kR=0,005) bilan izohlanadi. Eng quyi ildiz (2104 rad/s) akustik tarmoqqa
tegishli. Barcha kesim chastotalari  =1,5 dan yuqorida yotadi (3-jadval).

3-jadval

Kesim chastotalari Q=wR/c, (R=3 mm); Q =1,5 chiqarib tashlangan
Qism 1 2 3 4 5 6
A qgism, (23) 1,5359 1,9224 2,4556 3,0657 3,7153 4,3868
B qism, (24) 1,6337 1,7371 2,0903 2,6361 3,2352 3,8627

Burovchi to‘lgin tezligiga Kosser hissasi ikki garama-qarshi masshtab effektining nisbati bilan aniglanadi:
moment kuchlanishlar tufayli qotish (~g /(u, R* )) va mikroinersiya (~J/R?). Qabul gilingan parametrlarda
ikkinchisi ustun, shuning uchun c <c,, radius ortishi bilan esa c,—c,. Boshqa materiallarda sof ta’sir ishorasi teskari
bo‘lishi mumkin, shuning uchun formulani g, g, ] ning mustaqil aniglangan giymatlari bilan go‘llash kerak. Shu
ma’noda (22) teskari masala uchun foydali bo‘lishi mumkin: bir necha radiusli sterjenlarda c, (R) ni o‘lchab, K/K
va ] ni nazariy jihatdan ajratish mumkin.

Yassi tarmogqlarda mikroburilish erkinlik darajalari ustun, guruh tezligi kichik. Fagat eng pastki tarmoq
sterjen tipidagi tolgin bo'lib, uning tezligini burash qattiqligi (21) va aylanma inersiya belgilaydi. w_ — bir jinsli
(gradiyentsiz) mikroburilishning xususiy chastotasi; unda determinantning ildizi olib tashlanadi va akustik
tarmoq bu sathdan silliq o‘tadi. 3a-rasmda kR=3 atrofida kichik egilish bor: u, ehtimol, akustik tarmoq yaqin
joylashgan boshqga tarmoq bilan to‘qnashganda ildizlarning qayta tartiblanishidan kelib chigadi (bu talgin alohida
tekshirilmagan).

Cheklovlar

(i) Chastota tenglamasi fagat o‘qqa simmetrik burovchi tipdagi to‘lginlar uchun yozilgan; bo‘ylama va egilish
tipidagi to‘lginlar ham mikroburilish bilan bog‘langan, ammo bu maqolada ko‘rilmagan. (ii) Sonli qiymatlar qabul
gilingan model parametrlariga tegishli; haqiqiy material uchun g_i va ] tajribada aniglanishi kerak. (iii) Formulaning
tajriba bilan solishtirilishi bajarilmagan. (iv) Kosser doimiylari nolga intilganda determinant ildizlarini klassik
Pochhammer spektri bilan solishtirishga urinildi, biroq w —0 da mikroburilish modalari zich to‘planib, klassik
ildizlarni ajratib bo‘lmadi; shu sababli klassik limit sonli tasdiq sifatida keltirilmaydi.

XULOSA VA TAKLIFLAR

Ishda chiziqli izotrop Kosser materialidan yasalgan doiraviy silindrda o‘qqa simmetrik burovchi tipdagi
to‘lginlar tadqiq etildi. Asosiy natijalar:

— erkin Kosser silindrda burovchi tipdagi to‘lginlar uchun aniq 3x3 chastota tenglamasi (17) olindi; hajmiy
ildizlar s , barcha w>0 da haqiqiy ekani Lemmada isbotlandi, w_ dagi soxta ildiz va q =0 dagi ildizlar aniglanib

chiqarib fashlandi;
— chegaraviy qatlamli aniq statik buralish yechimidan ¢, uchun (22) yopiq formula chiqarildi; gabul gilingan
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parametrlarda (R=3 mm) c,/c,=0,8745, formula aniq determinant bilan 3-10"'° dan yaxshi mos keladi;

— kesim chastotalari aniq (23), (24) tenglamalarga ega ikki mustaqil qismga ajraladi; ularning birlashmasi
aniq determinant ildizlarini nisbiy farq 2:10°¢ dan oshmaydigan aniqlikda takrorlaydi.

Natijalar Kosser sterjenlarda burovchi to‘lginlar tezligini radius bo‘yicha baholash va mikrostruktura
doimiylarini to‘lqin o‘lchovlaridan aniqlash uchun asos bo‘ladi. Keyingi tadqiqotlarda bo‘ylama va egilish tipidagi
to‘lginlarni hisobga olish hamda formulani tajriba ma'lumotlari bilan solishtirish ko‘zda tutiladi
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