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Annotatsiya. Maqgolada ortotrop parallelepiped uchun fazoviy elastiklik masalasini chekli ayirmalar usuli bilan sonli
yechish va hosil bo‘ladigan iteratsion jarayonning yaqinlashishi tadqiq etilgan. Masala o‘ng tomonlari koordinatalarga
va noma’lum ko‘chishlarga bog'liq bo‘lishi mumkin bo‘lgan (umumiy holda chizigli bo‘lmagan) bir jinsli bo‘lmagan Lame
tenglamalari sistemasi ko‘rinishida qo‘yilgan; bunday umumiy yozuv boshga fizik omillarni hisobga oluvchi algoritm va
samarali dastur yaratishga imkon beradi. Yechim bargarorlashtirish usuli asosida izlanadi: masala fiktiv vaqt bo‘yicha
evolyutsion ko‘rinishga keltirilib, o‘zgaruvchi yo‘nalishlar usulining uch bosgichli varianti go‘llanadi, har bir bosgichda hosil
bo‘ladigan uch diagonalli algebraik tenglamalar sistemalari skalyar progonka usuli bilan yechiladi. Chiziglantirishning
Pikar va Nyuton usullarini tanlash hamda oshkor, oshkormas va simmetrik ayirmali sxemalarning ta kombinatsiyasini
amalga oshirish imkonini beruvchi parametr va matritsali koeffitsiyentlar kiritilgan. lteratsion jarayonning yaginlashish tezl-
igiga ta’sir etuvchi omillar - ayirmali sxema turi, iteratsion parametr va boshlang‘ich yaginlashish - tahlil gilingan. Usul
ortotrop to‘g‘ri burchakli prizmaning siqilishi hagidagi test masalasida sinovdan o‘tkazilgan: o‘rta sirtdagi o‘rtacha kuch-
lanish ni tashkil etib, material garshiligi formulasi bo‘yicha topilgan aniq giymat dan atigi ga farq qildi (Ritz variatsion
usulida , mutlag xatolik ), bunda iteratsiyalar soni ga teng bo‘ldi. ortishi bilan natija aniq yechimga monoton yaginlashishi
ko‘rsatilgan. Hisoblashlar C# dasturlash tilida yaratilgan dastur yordamida bajarilgan.

Kalit so‘zlar: ortotrop jism; Lame tenglamalari; chekli ayirmalar usuli; bargarorlashtirish usuli; o‘zgaruvchi yo‘nalishlar
usuli; progonka usuli; Pikar va Nyuton chiziglantirishi; iteratsion jarayonning yaginlashishi.

Abstract. The article investigates the numerical solution of a spatial elasticity problem for an orthotropic parallelepiped
using the finite difference method and the convergence of the resulting iterative process. The problem is formulated as
a nonhomogeneous system of Lamé equations whose right-hand sides may depend on the coordinates and unknown
displacements (and may be nonlinear in the general case); such a general formulation makes it possible to develop an
algorithm and an efficient program that take other physical factors into account. The solution is sought using the stabiliza-
tion method: the problem is transformed into an evolutionary form with respect to fictitious time, a three-stage variant of
the alternating direction method is applied, and the tridiagonal systems of algebraic equations arising at each stage are
solved by the scalar sweep method. A parameter and matrix coefficients are introduced to enable the selection of Picard
and Newton linearization methods and the implementation of 3 = 27 combinations of explicit, implicit, and symmetric
finite-difference schemes. The factors affecting the convergence rate of the iterative process - the type of difference
scheme, the iteration parameter 1, and the initial approximation - are analyzed. The method is tested on the compression
problem of an orthotropic rectangular prism: the mean stress on the mid-surface is , differing by only 0.001 from the exact
value of —50.6 obtained from the strength-of-materials formula (the Ritz variational method gives —56.7, with an absolute
error of 6.1), while the number of iterations is k = 2. It is shown that, as 1 increases, the result monotonically approaches
the exact solution. The calculations were performed using a program developed in the C# programming language.

Keywords: orthotropic body; Lamé equations; finite difference method; stabilization method; alternating direction method;
sweep method; Picard and Newton linearization; convergence of the iterative process.

AHHOTauusA. B cTaTbe UcCrefoBaHbl YNCMEHHOE peLLeHNe MPOCTPAHCTBEHHOM 3adayn ynpyrocTy Afisi OpTOTPOMNHOro
napannenenunega MeToAoM KOHEYHbIX PasHOCTEN U CXOOMMOCTb BO3HMKAIOLLEr0 UTEpaLyoHHOro npouecca. 3agada
nocTaefieHa B BUAE HEOOQHOPOAHON CUCTEMbI YpaBHeHWit Jlame, npaBble YacTu KOTOPOM MOTYT 3aBUCETb OT KOOPAUHAT
N HEW3BECTHbIX MNepemelleHnin (B obLeM criyyae OblTb HENMUHENHbIMU); Takas oblyas 3anucb MO3BOMSIET co3naTh
anropuT™ 1 3pEKTMBHYIO Nporpammy, yuuTbiBatolime apyrve gusndeckre daktopbl. PelueHne nwercs Ha ocHoBe
MeToAa YCTaHOBMIeHMs:: 3afdadya MNpuBOOMUTCA K 3BOMIOLMOHHON dhopMe Mo (UKTUBHOMY BpPEeMeHW, MpUMeHsieTcs
TPEXaTanHbIi BapuaHT MeToda MepeMeHHbIX HamnpaBlieHWi, a BO3HUKAKOLWIME HAa KaKAOM aTane TpéxauaroHarbHble
cUCTEMbI anrebpanyeckmx ypaBHEHUI peluaroTcs MEeTOAOM CKanspHOW MpOroHkW. BBeaeHbl napameTp M MaTpuyHble

103

N\




¥/

MUHANDISLIK VA IQTISODIYOT 2026-yil, oktabr. Ne 10-son

KoadhdULMEHTLI, NO3BOMNAOLLIME BbiOMpaTe MeTodbl NuHeapusauun MNukapa u HbioToHa, a Takke peanu3oBaTb 3° =
27 KOMOUHaAUMI ABHBIX, HESIBHbIX U CUMMETPUYHbLIX Pa3HOCTHbIX CXeM. [MpoaHannaMpoBaHbl hakTopbl, BNUSOLWINE Ha
CKOPOCTb CXOAMMOCTM UTEPALMOHHOIO Mpouecca, - TUN Pa3HOCTHOW CXEMbl, MTEPALMOHHLIN NapamMeTp T U HadanbHoe
npubnuxeHne. Meton anpobvpoBaH Ha TECTOBOW 3aade O CXKaTuv OPTOTPOMHON MPSIMOYrOfbHOW MPU3Mbl: CPeaHEe
HanpspKkeHWe Ha cpeaHen NOBEPXHOCTM COCTaBUMO M OTNIMYArNocb OT TOYHOro 3HayYeHust —50,6, HageHHoro no dhopmyne
COMnpoTUBNEHUS MaTepunanos, Bcero Ha 0,001 (mpu BapuaumoHHom meToae Putua -56,7, abcontoTHasi morpeLuHocTs 6,1),
npu 3TOM 4YMCno uTepaumi coctaBuno k = 2. NokasaHo, YTO C yBEMUYEHNEM T pe3yrnbTaT MOHOTOHHO NpubnmkaeTcst K
TOYHOMY peLLeHM0. PacyéTbl BbINMOMHEHbI C MOMOLLLIO MPOrpaMmel, pa3paboTaHHOM Ha A3blke NporpaMmmMupoBaHnst C#.

KnioyeBble cnoBa: opTOTPONHOE TENO; YpaBHEHUA Jlame; mMeTof KOHEYHbIX Pas3HOCTEN; METOA YCTaHOBIEHUA; MeTO4
nepeMeHHbIX HanpaBreHU; MeTo NPOroHKK; NuHeapudauus MNukapa n HetoToHa; CX04MMOCTb UTEPaLIMOHHOIO NpoLecca.

KIRISH

Ortotrop materiallar, ya'ni o‘zaro perpendikulyar uchta elastik simmetriya tekisligiga ega jismlar (kompozitsion
materiallar, gatlamli plastiklar, yog‘och, armaturalangan konstruksiyalar) zamonaviy texnikada keng qo‘llaniladi.
Uch o‘lchamli holda bunday jismning elastik xossalari to‘qqizta mustaqil doimiy bilan tavsiflanadi [5]. Fazoviy
masalalarning analitik yechimlari fagat sodda geometriya va chegaraviy shartlar uchun mavjud bo‘lgani sababli,
sonli usullar (variatsion-ayirmali usullar, chekli ayirmalar va chekli elementlar usullari) asosiy tadqiqot vositasi
hisoblanadi.

Matematik nuqtayi nazardan bunday masala xususiy hosilali Lamé tenglamalari chiziqli sistemasini yechishga
keladi va variatsion-ayirmali usullar bilan ko‘plab mualliflar tomonidan yechilgan [1, 2]. Ortotrop prizmaning
siqilishi masalasi L. Ye. Maltsev tomonidan Ritz variatsion usuli bilan tekshirilgan [3, 10]. Ushbu ishda masala
nochiziglilikni hisobga olgan holda umumlashtiriladi va uni yechish uchun o‘zgaruvchi yo‘nalishlar usuli (0‘YU)
asosidagi iteratsion usul [4, 11-14] amalga oshiriladi. 0‘'YU g‘oyasi Peaceman-Rachford [6] va Douglas [7] ishlarida
taklif etilgan, kop o‘lchamli masalani ketma-ket bir o‘lchamli masalalarga keltiruvchi kasr gadamlar usuli esa N. N.
Yanenko tomonidan rivojlantirilgan [8]; barqarorlashtirish usuli va tarmoq tenglamalarini yechish usullari [4] da
bayon etilgan.

Ishning maqsadi - ortotrop parallelepiped uchun fazoviy masalani sonli yechishning nochiziqli hadlarni
ham gamrab oluvchi algoritmini ishlab chiqish va iteratsion jarayon yaqinlashishiga ta’sir etuvchi omillarni test
masalasida tekshirishdir. Ishning asosiy natijalari: (i) tenglamalarning umumiy nochiziqli yozuvi va uning uchun
uch bosqichli 0‘YU sxemasi; (ii) matritsali koeffitsiyentlar yordamida ayirmali sxemalarning 27 ta variantini bitta
algoritm doirasida amalga oshirish; (iii) chiziglantirishning Pikar va Nyuton usullaridan birini parametr orqali
tanlash; (iv) ortotrop prizmaning siqilishi masalasida aniq yechim bilan taqqoslash va iteratsion parametrning
ta’sirini o‘rganish.

MAVZUGA OID ADABIYOTLAR SHARHI

Ortotrop jismlar, ya'ni o‘zaro perpendikulyar uchta elastik simmetriya tekisligiga ega mubhitlar nazariyasining
fundamental asoslari S. G. Lexnitskiyning klassik monografiyasida bayon etilgan [5]: uch o‘lchamli holda bunday
jismning kuchlanish-deformatsiya holati to‘qqgizta mustaqil elastiklik doimiysi bilan to‘liq tavsiflanadi, bu esa
izotrop muhitga nisbatan masalani sezilarli darajada murakkablashtiradi va kompozitsion materiallar, qatlamli
plastiklar, yog‘och kabi muhandislik materiallari uchun maxsus hisoblash usullarini ishlab chiqgishni taqozo etadi.

Fazoviy (uch o‘lchovli) elastiklik nazariyasi masalalarining aniq analitik yechimlari faqat sodda geometrik
shakllar va chegaraviy shartlar uchun mavjud bo‘lgani sababli, amaliyotda sonli usullar - variatsion-ayirmali, chekli
ayirmalar va chekli elementlar usullari - asosiy tadqiqot vositasi hisoblanadi. Variatsion-ayirmali yondashuvning
fazoviy elastiklik va termoelastiklik masalalariga tatbiqi, jumladan, B. Ye. Pobedryaning umumlashtiruvchi ishida
[1] hamda A. I. Tsaplinning fazoviy termoelastiklik masalasiga bag‘ishlangan tadqiqotida [2] keng yoritilgan; bu
ishlar ko‘p sonli mualliflar tomonidan rivojlantirilgan yondashuvlar sirasiga kiradi va tekshirilayotgan masalaning
umumiy uslubiy kontekstini tashkil etadi.

Ortotrop to‘g'ri burchakli prizmaning siqilishi haqgidagi test masala - ushbu ishda qo‘llanilgan sonli usulni
sinovdan o‘tkazish uchun tanlangan masala - ilgari L. Ye. Maltsev tomonidan Ritz variatsion usuli bilan tekshirilgan
[3]. Variatsion usullarning umumiy xususiyati sifatida ularning aniqligi tanlangan bazis funksiyalar sistemasiga
sezilarli darajada bog'ligligini qayd etish lozim; xususan, quyida (8-bo‘lim) ko‘rsatilganidek, Maltsev natijasining
material qarshiligi formulasi bo‘yicha aniq yechimdan chetlanishi taxminan 12 % ni tashkil etadi. Bu holat ortotrop
fazoviy masalalar uchun yuqori aniqlikka ega muqobil sonli usullarni ishlab chiqish zaruratini asoslaydi.

O‘zgaruvchi yo‘nalishlar usuli (O‘YU) g'oyasi dastlab D. W. Peaceman va H. H. Rachfordning parabolik va
elliptik differensial tenglamalarni sonli yechishga bag‘ishlangan klassik ishida [6], shuningdek, ]. Douglasning



N\

2026-yil, oktabr. Ne 10-son MUHANDISLIK VA IQTISODIYOT

oshkormas usullar bo'yicha tadqiqotida [7] shakllantirilgan. Ko‘p o‘lchamli masalani ketma-ket bir o‘lchamli (shu
bilan birga samarali uch diagonalli algebraik tizimlarga keltiriluvchi) masalalar zanjiriga ajratuvchi kasr gadamlar
usuli N. N. Yanenko tomonidan nazariy jihatdan umumlashtirilib, keng sinf masalalarga tatbiq etilgan [8]. Ayirmali
sxemalarning approksimatsiya, turg‘unlik va yaqinlashish nazariyasi, shuningdek, tarmoq (setka) tenglamalarini
yechishning samarali usullari A. A. Samarskiy va Ye. S. Nikolaevning monografiyasida [4] hamda A. A. Samarskiyning
“Ayirmali sxemalar nazariyasi” asarida [9] sistemali bayon etilgan; xususan, uch diagonalli tizimlarni yechishning
skalyar progonka (Tomas algoritmi) usuli va uning turg‘unligini ta’'minlovchi diagonal ustunlik sharti aynan shu
ishlarga asoslanadi.

Mualliflarning o‘zlarining ilgari olib borgan tadqiqotlari [10-14] bogliq (coupled) termoelastiklik va
termoplastiklik masalalarini, jumladan, nochiziqli va dinamik qo‘yilishdagi masalalarni, o‘zgaruvchi yo‘nalishlar
va ayirmali sxemalar asosida sonli yechishga bag‘ishlangan. Xususan, [10]da ikki o‘lchamli bog‘liq termoplastik
masalalarning sonli yechimi, [11-13]da termoelastiklik va termoplastiklikning konstitutiv munosabatlari va
ularning sonli modellashtirilishi, [14]da esa bog‘liq dinamik termoplastik masalaning matematik va sonli modeli
ko'rib chiqilgan. Ushbu sikldagi ishlar mualliflar jamoasining nochiziqli va kop fizik omilli masalalarni O‘YU va
progonka usullari asosida yechish bo‘yicha uzviy ilmiy-uslubiy tajribasini tashkil etadi va ko‘rib chigilayotgan
magqola aynan shu tajribaning ortotrop fazoviy elastiklik masalasiga tabiiy davomi va kengaytmasi hisoblanadi.

Yuqorida keltirilgan adabiyotlar tahlili shuni ko‘rsatadiki, bir tomondan, ortotrop jismlar uchun fazoviy
masalalar mavjud ishlarda asosan chiziqli qo‘yilishda va nisbatan past aniqlikka ega variatsion usullar bilan
yechilgan [3], ikkinchi tomondan, O‘YU va progonka usullariga asoslangan yuqori aniqlikdagi sonli yondashuvlar
[4, 6-9] ko'pincha izotrop yoki ikki o‘lchamli masalalar doirasida qo‘llanilgan, o‘ng tomonlari ko‘chishlarga bog‘liq
bo‘lgan umumiy nochiziqli uch o‘lchamli Lamé tenglamalari uchun esa turli ayirmali sxemalar (oshkor, oshkormas,
simmetrik) va chiziqlantirish usullarini (Pikar, Nyuton) yagona moslashuvchan algoritm doirasida birlashtirish
masalasi yetarlicha o‘rganilmagan. Ushbu ish aynan shu bo‘shligni to‘ldirishga - ortotrop parallelepiped uchun
umumlashtirilgan nochiziqli masalani yechuvchi hamda 27 ta sxema-chiziqlantirish kombinatsiyasini yagona
algoritm va dastur doirasida amalga oshiruvchi universal yondashuvni ishlab chiqishga - qaratilgan.

TADQIQOT METODOLOGIYASI

Tadqiqot metodologiyasi bir-biriga uzviy bog‘liq bo‘lgan quyidagi bosqgichlarni o'z ichiga oladi: (1) masalani
koordinatalar va noma’lum ko‘chishlarga bog‘liq bo‘lishi mumkin bo‘lgan umumlashtirilgan (nochiziqgli) Lamé
tenglamalari sistemasi ko‘rinishida qo‘yish; (2) barqarorlashtirish (o‘rnatish) usuli yordamida statsionar
elliptik masalani fiktiv vaqt bo‘yicha evolyutsion masalaga keltirish; (3) fazoviy o‘zgaruvchilar bo‘yicha ayirmali
diskretlashtirish; (4) o‘zgaruvchi yo‘nalishlar usulining uch bosqichli sxemasi asosida vaqt (iteratsiya) bo‘yicha
diskretlashtirish; (5) nochiziqli hadlarni Pikar yoki Nyuton usuli bilan chiziqlantirish; (6) har bir bosqichda hosil
bo‘lgan uch diagonalli chiziqli tizimlarni skalyar progonka usuli bilan yechish; (7) berilgan mezon asosida iteratsion
jarayonni to‘xtatish; (8) test masalada natijalarni aniq yechim va mugqobil (Ritz) usul natijasi bilan tagqoslash orqali
usulni verifikatsiya qilish.

Masalaning matematik qo‘yilishi. Tadqiqot obyekti - Oxyz to‘gri burchakli koordinatalar sistemasida
parallelepiped shaklidagi elastik ortotrop jism bo‘lib, uning muvozanati (1) umumlashtirilgan Lamé tenglamalari
sistemasi bilan tavsiflanadi. K14, ..., K35 koeffitsiyentlar orqali istalgan ortotrop (xususiy holda - izotrop) muhitni
tavsiflash, o'ng tomonlar fi ni esa koordinatalar va noma’lum U, V, W ko‘chishlarning umuman nochiziqli funksiyasi
sifatida kiritish tenglamalarning umumiyligini ta’'minlaydi; bu, muallif ta’kidlaganidek, kelgusida boshqa fizik
omillarni (harorat, plastik deformatsiya va h.k.) hisobga oluvchi algoritm va dasturlarni yaratish uchun qulay asos
bo‘lib xizmat giladi. Chegaraviy shartlar (2) ko‘chishlar berilgan Dirixle turida qo‘yilgan.

Yechimni qidirish strategiyasi - barqarorlashtirish usuli. Qo‘yilgan statsionar (elliptik) chegaraviy masalani
bevosita yechish o‘rniga, (1) tenglamalarga B-dU/dt ko‘rinishdagi fiktiv vaqt bo‘yicha hosilalar qo‘shiladi va natijada
(6)-(7) evolyutsion masala hosil gilinadi. Bu - A. A. Samarskiy va Ye. S. Nikolaev tomonidan asoslangan [4] klassik
barqarorlashtirish (o‘rnatish) usuli bo‘lib, uning metodologik afzalligi shundaki, u murakkab, jumladan, nochiziqli
va bir-biriga bog‘liq tenglamalar tizimlari uchun ham yagona iterativ hisoblash sxemasini qurish imkonini beradi:
statsionar yechim t — oo dagi evolyutsion jarayon limiti sifatida topiladi.

Fazoviy diskretlashtirish. Q) sohada (9) ko‘rinishdagi tekis tarmoq kiritiladi. Uzluksiz hosilalar (10) formulalar
yordamida ayirmali analoglar bilan almashtiriladi: %, y, z bo‘yicha ikkinchi tartibli hosilalar markaziy ayirmalar
bilan 0(h?) aniqlikda, aralash hosilalar esa bir tomonlama ayirmalar bilan O(h) aniqlikda approksimatsiya gilinadi.
Bu - ayirmali sxemalar nazariyasida [4, 9] qabul gilingan standart approksimatsiya uslubi.

Chiziglantirish usullari. fi(x, y, z, U, V, W) tarkibidagi nochiziqgli hadlarni chiziqlantirish uchun Pikar (p, = 0,
nochiziqli had oldingi iteratsion qatlamdan olinadi) va Nyuton (i = 1, Teylor qatorining birinchi tartibli hadi bilan
chiziglantirish) usullaridan foydalaniladi; usul tanlovi yagona p, parametr orqali amalga oshiriladi, bu esa ikkala
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klassik chiziqlantirish strategiyasini bitta algoritm doirasida sinash imkonini beradi.

Ayirmali sxema turini tanlash va o‘zgaruvchi yonalishlar usuli. Oshkor, oshkormas va simmetrik ayirmali
sxemalar orasidan tanlov p", p¥, " matritsali koeffitsiyentlar yordamida amalga oshiriladi; har bir tenglama uchun
uchta sxema variantidan birini mustaqil tanlash mumkinligi sababli, jami 3 = 27 ta kombinatsiya hosil bo‘ladi.
Hisoblash jarayonining o‘zi o‘zgaruvchi yo‘nalishlar usulining uch bosqichli sxemasi (11)-(13) asosida tashkil
etiladi: har bir iteratsion qatlamda masala ketma-ket x (n + 1/3 gatlam), y (n + 2/3 qatlam) va z (n + 1 qatlam)
yo'nalishlari bo‘yicha bir olchamli pastki masalalarga ajratiladi - bu Peaceman-Rachford [6], Douglas [7] va
Yanenko [8] tomonidan asoslangan kasr qadamlar g‘oyasining amaliy tatbiqidir.

Chiziqli tizimlarni yechish usuli. Har bir bosqgichda hosil bo‘ladigan uch diagonalli algebraik tizimlar (17)-
(19) skalyar progonka (Tomas algoritmi) usuli bilan yechiladi. Progonka koeffitsiyentlari (14)-(16) formulalar
orqali hisoblanadi; diagonal ustunlik sharti bajarilganda (xususan, test masaladagidek fi = 0 bo‘lganda), progonka
usulining to‘g'ri va turgun ishlashi [4, 9] asosida kafolatlanadi.

[teratsion jarayonni toxtatish mezoni. Hisoblash jarayoni ketma-ket ikki iteratsion qatlam orasidagi U, V, W
funksiyalarning maksimal farqi oldindan berilgan kichik € sonidan kam bo‘lguncha (24) davom ettiriladi; bu shart
bajarilganda olingan qiymatlar asl (1)-(2) masalaning ayirmali yechimi sifatida qabul qilinadi.

Usulni eksperimental tekshirish (verifikatsiya) metodikasi. Ishlab chiqgilgan algoritmning to‘g'riligi va
samaradorligi ortotrop to‘g'ri burchakli prizmaning siqilishi haqidagi test masalada tekshirildi, bunda elastiklik
koeffitsiyentlari [3] dan olingan real giymatlarga ega. Natijalarni baholash ikki mustaqil mezon bo‘yicha amalga
oshirildi: (a) o'rta sirtdagi o‘rtacha kuchlanishning material qarshiligi formulasi bo‘yicha hisoblangan aniq qiymat
bilan mutlaq va nisbiy xatolik darajasida taqqoslanishi; (b) L. Ye. Maltsevning Ritz variatsion usuli bilan olingan
natijasi [3] bilan solishtirish. Bundan tashqari, usulning turg‘unligi va yaqinlashish xususiyatlarini chuqurroq
o‘rganish maqgsadida boshlang‘ich yaqinlashish (U = V = W = 0) saqlangan holda iteratsion parametr t ning 1 dan
10* gacha bo‘lgan giymatlarida qo‘shimcha hisoblash seriyasi o‘tkazildi.

Dasturiy-texnik ta'minot. Yuqorida tavsiflangan barcha algoritmlar (barqarorlashtirish, uch bosqichli 0YU,
27 ta sxema-chiziqlantirish kombinatsiyasi, skalyar progonka) C# dasturlash tilida yaratilgan mustaqil dastur
vositasida amalga oshirildi. Bunday dasturiy yondashuv turli sxema, chiziglantirish usuli va iteratsion parametr
kombinatsiyalarini tezkor va avtomatlashtirilgan tarzda sinash, shuningdek, olingan natijalarni o‘zaro hamda
adabiyotdagi ma'lumotlar bilan tagqoslashni ta'minladi.

Masalaning qo‘yilishi

Elastik ortotrop jism Oxyz to‘gri burchakli koordinatalar sistemasida Q={0<x<a, 0<y<b, 0<z<c} parallelepiped
shaklida bo‘lsin va tashqi yuklar ta’sirida bo‘lsin. Ko‘chish vektorining Ox, Oy, Oz o‘qlari bo‘ylab yo‘nalgan
komponentlarini mos ravishda U(x,y,z), V(x,y,z), W(x,y,z) bilan belgilaymiz. Bu komponentlarni jism ichida aniqlash
uchun Lame tenglamalari sistemasining [3] eng umumiy, bir jinsli bo‘lmagan ko‘rinishidan foydalanamiz:

a*u a*u a*u 8%V a*w

K11 dx2 * Kz ay2 + Kis dz2 + Kia dx Oy + Kis dx 0z

azv a2%v a2V azu atw
K21W+K226_3.r2+1{23 3.2 +Kz4axay+Kzsm=fz. (1)

. 62W+K 82W+K 62W+K a2u R a2v _
31752 32 ay2 33 5,2 34 5 92 3Sayaz_f3'

bu yerda K, K, ,,...K,, — tekshirilayotgan jismning elastiklik doimiylari; f_ (k=1,2,3) — o'z argumentlari bo‘yicha
uzluksiz funksiyalar bo‘lib, umumiy holda szfk (x,5,2,U,V,W) ko‘rinishida, ya'ni chiziqgli emas.
Q sohaning chegarasida chegaraviy shartlar (ko‘chishlar berilgan holda) quyidagi ko‘rinishga ega:
UV Wleo =i UV.Wlig =03, UV, Wlyo = @ite
uv, W|y=b = Qivo uv, W|z=0 = Qit12) u,v, lezc =@
bu yerda ¢, — uzluksiz funksiyalar, i=1,2,3 indeksi mos ravishda U, V, W komponentlarga mos keladi.
Xususan, koeffitsiyentlar
K11 = A11; Kiz = Kz1 = Aee; K13 = K31 = Ass;
Kiqg = K24 = A2 + Age;  Kis = K34 = Ag3 + Ass; (3)
Kz = Azz;  Kp3 = K3z = Ags;  Kps = K35 = Axz + Aygy;
va (1) tenglamalarning o‘ng tomonlari
fi=f=/f=0 (4)
bo‘lganda ortotrop jism uchun [3] dagi masalaning tenglamalari hosil bo‘ladi; bu yerda A A ,,...A,, — ortotrop
jismning elastiklik doimiylari. Qulaylik uchun (1) da quyidagi belgilashni kiritamiz:

= f1

()
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d? 92 92
1@"‘&2@"‘1{53@;
Xususan, barcha K=1 bo‘lganda L, operator Laplas operatori A ga aylanadi.

Barqarorlashtirish usuli

(1)-(2) masalani sonli yechish uchun barqarorlashtirish (o‘rnatish) iteratsion usuli [4] qo‘llaniladi. Buning
uchun (1) tenglamalarga mos ravishda BdU/dt, BAV/dt va BOW/dt hadlarni qo‘shamiz; bu yerda t - fiktiv
(iteratsion) vaqt, B - o‘tish operatori. U holda quyidagi evolyutsion tenglamalar sistemasi hosil bo‘ladi:

Li = Ki (I = 1,2,3) (5)

Ba—UzL U+ K —62V + K aZW—f
ot 1 14 5x oy 59x9z v
v a%Uu a*w

Ba =L2.V+K2.4—axay+K25 ayaz_fz' (6)
aw a2U v

BW = LsW +K346x62 + KSSayaz — fa

buning uchun t=0 da qo‘shimcha boshlang‘ich shartlar talab etiladi:
UV W= =Yr(x,y,2z) (k=123), (7)

bu yerda {, (x,y,z) — boshlang'ich yaqinlashishni beruvchi ixtiyoriy, yetarlicha silliq funksiyalar. Amalda
boshlang‘ich yaqginlashish sifatida ko‘pincha nol yechim U=V=W=0 tanlanadi. t o‘zgaruvchi bo‘yicha hisoblash
au av ow
BE—>0, BE—M], B¥—>O (t = ) (8)

shart bajarilguncha davom ettiriladi. Statsionar holatda (6) sistema (1) ga o‘tgani uchun, bu shart bajarilganda
(2), (6)-(7) masalaning yechimi (1)-(2) masalaning izlanayotgan yechimi sifatida qabul gilinadi. Shu tariqa (1)-(2)
elliptik tipdagi masalaning yechimi (6)-(7) evolyutsion masala yechimining t—co dagi limiti sifatida topiladi.

[teratsion jarayonning yaqinlashish tezligiga bir nechta omillar ta’sir qiladi: ayirmali sxemaning
approksimatsiya tartibi, iteratsion parametr t (t bo‘yicha qadam), ayirmali sxemalar turi (oshkor, oshkormas yoki
simmetrik), Pikar va Nyuton bo‘yicha chiziglantirish usullari hamda boshlang‘ich yaqginlashishni tanlash [4]. Bu
omillarning rolini qo‘yilgan (1)-(2) masala misolida batafsil o‘rganish uchun tarmoqli sohaga o‘tamiz.

Masalaning ayirmali approksimatsiyasi

Q1 sohada quyidagi tekis tarmoqni kiritamiz:

O ={x; = (i = Dhy, yj = (= Dhy, z = Uk = Dhs}, 9)

bu yerda h =a/(n,-1), h,=b/(n,-1), h,=c/(n,-1), i="(1,n, ), j="(L,n, ), k="(1,n, ). (2), (6)-(7) masalaning barcha
hadlarini approksimatsiya qilib va O‘YU ni qo‘llab, (6) sistemaning har bir tenglamasini alohida ko‘rib chigamiz.
Uzluksiz masaladan diskret masalaga o‘tish quyidagi almashtirishlar yordamida amalga oshiriladi:

ou U; e — U au

_ . oY h _ i+1,j,k ijk . oY h
U(xi, vy, zie) = Ugjis ax = o0xU = Iy ey Y Sy
au ShU — Uijrsr — Uije 02U ~sh U — Uiv1,j,c — 2Ujjn
0z z hg e = h%
o*U sh U — Uis1,j+16 — Uivrje — Uije T Ui j_1pc (10)
dx dy e h,h, ’
92U ~sh U = Uivijrcrr — Uivyje — Uijie ¥ Ui jre—1
ax 62 xz h1h3 ’
o%U ~Sh U — Ui j+1,6+1 — Ui j+rie — Uije + Ui j k-1
By 62 yz - hghg ’

Bunda ¥, y, z bo‘yicha ikkinchi tartibli hosilalar markaziy ayirmalar bilan O(h? ) aniqlikda, aralash hosilalar esa bir
tomonlama ayirmalar bilan O(h) aniglikda approksimatsiya gilinadi (h=max(h,,h,h, )). V va W funksiyalar uchun
ham xuddi shunday almashtirishlar o‘rinli.

Chiziglantirish va ayirmali sxemalar turini tanlash f_(xyzUV,W) tarkibidagi chizigli bolmagan hadlarni
chiziglantirish uchun Pikar va Nyuton usullari taklif etiladi. Bu usullardan birini tanlash , (k=1,2,3) parametr
yordamida tashkil etiladi: p,=0 bo‘lganda nochiziqgli had oldingi iteratsion gatlamdan olinadi (Pikar usuli), p,=1
bo‘lganda esa Teylor qatorining birinchi tartibli hadi bilan chiziqlantiriladi (Nyuton usuli). Shu bilan birga turli
ayirmali sxemalar bo'yicha hisoblash imkoniyati p j* (k,j="1,3) matritsali koeffitsiyent orqali hisobga olinadi.
Ayirmali tenglamalarda U, V va W bo‘yicha tenglamalar uchun mos ravishda pj*, pj* va u j* matritsali koeffitsiyentlar
kiritilgan. U bo‘yicha bitta tenglama uchun quyidagi variantlar mavjud:

107
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1 0 0

,uu=(o 1 0) a)
0 0 1
1/3 1/3 1/3

u“=(1/3 1/3 1/3) b)
1/3 1/3 1/3
0 1/2 1/2

,ﬂ=(1/2 0 1/2) d)
1/2 1/2 0

mos ravishda oshkormas (a), simmetrik (b) va oshkor (d) sxemalar uchun. V va W bo‘yicha tenglamalar uchun ham
p¥ va p¥ matritsalarning xuddi shunday ko‘rinishlarini keltirish mumkin. Matritsalarning har bir gatori va har bir
ustuni elementlari yig‘indisi birga teng, bunda k-qatorning j-elementi uch bosqichning k-sida j-yo‘nalish bo‘yicha
ikkinchi tartibli ayirmali hadning ulushini belgilaydi; shu sababli uch bosqich yig‘indisida har bir differensial had
to‘liq hisobga olinadi. Bunday matritsalar to‘plami hisoblash formulalarida sxemalarning turli kombinatsiyalarini
olishga imkon beradi. Masalan, birinchi tenglama uchun oshkormas, qolganlari uchun simmetrik sxema qo‘llanilsa
(0SS), yoki birinchi va ikkinchi tenglamalar uchun oshkormas, uchinchisi uchun simmetrik sxema qo‘llanilsa
(00S) va hokazo. Uchta tenglamaning har biri uchun uch variantdan birini tanlash mumkin bo‘lgani sababli barcha
kombinatsiyalar soni 33=27 ta bo‘ladi.

O‘zgaruvchi yo‘nalishlar usulining uch bosqichli varianti

Qo‘yilgan masalani sonli yechish uchun O‘YU ning uch bosqichli varianti taklif etiladi. Usulning mohiyati
quyidagidan iborat. Yuqoridagi matritsalar asosida oshkor, oshkormas yoki simmetrik sxemani olish mumkin;
golgan o‘zgaruvchilar bo‘yicha giymatlarni qotirgan holda (1-rasmga qarang) avval x o‘zgaruvchi bo‘yicha n+1/3
iteratsion qatlamda, keyin y o‘zgaruvchi bo‘yicha n+2/3 qatlamda va oxirgi bosqichda z o‘zgaruvchi bo‘yicha n+1
gatlamda tenglama yoziladi. Har qanday qatlamda hisoblash uchun avvalgi qatlamlardagi U funksiya qiymatlari,
tabiiyki, V va W funksiyalarning qiymatlari ham ma’lum deb faraz gilinadi.

+1
U:I.k\

n+1 +1
Ulik Mkn

ns
Ux.lozl.k
fl‘g HOE
Ut.l}”‘/ Uy ik
Un0§ Un 0% UnO%
=11k { ):k +1.1.k

1-rasm. O‘zgaruvchi yo‘nalishlar sxemasi.
Qisqalik uchun fl(s) =fi (xi,yj,zk, Uisjk, Vi’}k, I/Vl'}k) va flrL(,S) va - uning bo‘yicha hosilasi (s=n, n+1/3,
n+2/3) belgilashlarini kiritamiz. Buni hisobga olib, (6) ayirmali tenglamalarni U funksiyaga nisbatan quyidagi

ko‘rinishda yozamiz:

Un+1/3 —_yn

ijk ijk 1/3
= . = H11£1K115:}cleS; 72+ pia K280, Ul + 15 K136
1
— 5 (K148, Vil + Kis 83, Wih) (1)

- % [f1(n) + ulﬁ'én)(Ui’}Il/S - Uinjk)] ;
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Un+2/3 _ Un+1/3

ik k
P = Ky S o+ K8 U + s Kaa Bl U7
1
3 (K146.{rty ﬂ?k + K156??Z M/l:‘lk) 12
11 . (m+1/3) (n+1/3) (pn+2/3 n+1/3
§[f1 +u f ( ijk - Ui}'k )]’

gL _ gt

ijk ijk +2/3 +2/3
- _ﬂglKllé‘;le;k / +ﬂ%2K125§lyU;k / +ﬂ33K135§zU:};1
1
——(K1455?' e + K500, W) (13)
(n+2/3) r( +2/3) +2/3
[fln 19 4y, f1o? (U:};I_U;k / )]

V va W funksiyalar uchun ham (6) tenglamalardan shunga o‘xshash tenglamalar hosil qgilinadi. Ularning har biri
skalyar progonka usuli bilan yechiladi.
Skalyar progonka usuli

Hisoblashlarni soddalashtirish uchun n+1/3 qatlamda U +1/ ni topishda quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

Kll r
Ay = —Tpth =5 hZ '’ C; = Aq, B, =1-24,+ H1f1 (n)'
Dy =Uj + T{#szKu(Sﬁin'}k + #11"'31{13552{1;}1{ —3 (K145:¥yvi?k (14)
1 '
_§[ 1(“) (n) U-’C]}

n+2/3 va n+1 gatlamlarda Uijk“*z/3 va Uij.k“*1 ni topishda (12) va (13) tenglamalardan mos ravishda A,,B,,C,,D, va
A,B,C,D, koeftitsiyentlar hosil bo‘ladi:

’

Ky, ,
Ao=C=—tuhgs,  B=1-2h+ i fig

1
1/3 1/3 1/3
D, = U;; / +T{HE1K115£xU;; Ty H1213K135;?2U;; / —§(K146h Vi + Kis82 W) (15)
(n+1/3) _ '(n+1/3) ,,n+1/3
_§ 1 f Uljk ]},

K13 (n+2/3
A3=0(3= Tﬂ33 hzr By =1-1245+ f(n+/)

2/3 2/3 213 _
Ds = US; / +T{#§{1K115£xU;; Pt H’élzKufS;ly 3; / (K146h e+ KisOL W) (18)
1
(n+2/3) 1(n+2/3) n+2/3
_§[f1 ~ M Uiji l}

VvaW funksiyalar uchun ham A ,B,,C, va D, (1="4,9) koeffitsiyentlar xuddi shunday kiritiladi. (11)-(13) tenglamalarni

(14)-(16) belgilashlar yordamida soddalashtirib, U uchun quyidagi uch diagonalli algebraik tenglamalar
sistemalarini olamiz:

n+1/3 n+1/3 n+1/3
AlUi—l,j/,k + B1Uj Py ClUi+1,j/,k = Dy, (17)
2/3 2/3 2/3
AU+ BUL R + Ul = Dy, (18)
AUl + BaUDE + CUM . = Da. (19)

Busistemalarning har birida B =1+2|A_|+t/3 , f,U'bo‘lgani uchun, p, ', >0bo‘lganda (xususan, test masaladagidek
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f =0 bo‘lganda) B_-|A_|-|C, |>1, ya'ni diagonal ustunlik sharti bajariladi va progonka usuli to‘g'ri va turg‘un ishlaydi
[4, 9]. Progonka koeffitsiyentlari (masalan, (17) sistema uchun) to‘g‘ri yurishda chegaraviy shartlardan topiladi:

a1 =0, P11 = Ur_;:;/'j = 1 ()’jrzk),

c: Dy — Afrioa

(20)
- ] Bl,i - »
By + Ay, 1 By + Ajaq,i 4

Xy, = i =2,..

Shunga o‘xshash, (18) va (19) sistemalar uchun 0(2].,[32j va a,,,B, Kkoeffitsiyentlar ham xuddi shunday hisoblanadi.
Progonka koeffitsiyentlari ali’Bli’aZj’BZj’(x3k'B3k ma’'lum bo‘lgach, yechim progonkaning teskari yurishi bo‘yicha [4]

topiladi:
Uinj;l/:s = aliUg:I:j{z + ﬁlfr (l =Nn; — ]-, ny — 2! ---31)! (21)
n+2/3 _ n+2/3 .
U’U.,c = aszl.JH,k + Baj, (j=n-1n,-2..1), (22)
f}? = a3ka?}Tk1+1 + Bk (k=n3-1n3-2,..1). (23)

U uchun bajarilgan (14)-(23) hisoblash tartibiga o'xshash tartib avval vV, **/3, V_"2/3 V_ ™1 uchun, so'ngra W, "'/3,
¢ . . D 1 ij ij
Wijk“*2/3, Wi].kn+1 uchun ham qo‘llaniladi.
[teratsion jarayonning yaqinlashish mezoni
Iteratsion jarayonning yaqinlashish mezoni sifatida quyidagi shartdan foydalanish mumkin:
W =Wl <&, (24)

n

n+1 n+1 n
max{|Ufj" — Ufji

ik~ Vijk

’

bu yerda € - kichik berilgan son, 0<e<1. Bu shart bajarilganda n+1 qatlamdagi giymatlar (1)-(2) masalaning ayirmali
yechimi sifatida qabul qgilinadi.

TAHLIL VA NATIJALAR

Sonli tajriba natijalari
Usulning samaradorligini baholash uchun ortotrop to‘g'ri burchakli prizmaning siqilishi haqidagi test masala
ko'rildi (2-rasm). Elastiklik koeffitsiyentlari Ai;'103 kg/sm? o‘lchamda [3] quyidagicha olindi:

Ay =10,15; Ay, =6,07; Az3 =126,5; Ay, = Ay =495 A3 = A3 = 6,08;
Agz = Azp = 4,24, Ay =6,32;  Ags =5,06;  Agg = 0,236.

=
~

r--—-—--— b -

Wi i 2

2-rasm. Siqgilayotgan ortotrop prizma sxemasi.

Boshlang'ich ma'lumotlar: a=b=c=5 sm, W =1, €=0,001, B - birlik operator, n,=n,=n,=11. (6) tenglamalar f =0
(k="1,3) va ¢ =0 bo‘lganda, z=0 va z=c yoqlarda W(x,y,0)=W, W(x,y,c)=-W , U=V=0 chegaraviy shartlar hamda (7)
boshlang‘ich shartlar bilan ko‘rildi. Ortotrop to‘g‘ri burchakli prizmaning siqilishi haqidagi bu masalaning sonli
yechimlari (U,VW) chekli ayirmalar usuli bilan oshkormas sxema bo‘yicha iteratsiyalarning minimal soni k=2 da
olindi.

Shu yechimlardan foydalanib, k=(n,+1)/2 ning qotirilgan giymatida (z~c/2, ya'ni o‘rta sirtda) Guk qonuniga
ko‘ra kuchlanish tenzori hisoblanadi:

(Uz)iik =Ajseyy t A23€yy + Assey,, (25)
bu yerda deformatsiya komponentlari ayirmali ko‘rinishda quyidagicha aniglanadi:
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n+l  _ pn+l n+l _ pn+l
i+1,j.k ijk Li+1k ijk
Cxx = — Cyy = - Czz
! 2 (26)
_ WiT_lf-,I-kl+1 - :}; !
hs '
U holda o‘rta sirtdagi kuchlanishning o‘rtacha qiymati
L ny—1n,-1
g = 0.)ijk = —50,599 27
(nl — 1)(“2 — 1) Zl ZI ( Z)Uk ( )
1= =

ko‘rinishga ega. Material garshiligi formulasi bo‘yicha aniq giymat e, ~e,=0va e, =[W(xy,c)-W(xy,0)]/c=-2W /c
bo‘lganda quyidagicha topiladi:

2
Gui = Aysyy = 1265 (— E) ~ _506. (28)
Hisoblash natijalarining taqqoslanishi 1-jadvalda keltirilgan (kuchlanish 103 kg/sm? birligida). Bundan ko‘rinadiki,
biz olgan "6=-50"," 599 qiymat L.E. Maltsev [3] natijasi 6,=-56"," 7 ga nisbatan (u Ritz variatsion usuli bilan olingan)
material garshiligi formulasi bo‘yicha hisoblangan aniq yechim ¢=-50"," 6 ga ancha aniq yaqinlashadi: mutlaq
xatolik 0", 001 (nisbiy xatolik taxminan 0,002 %), Maltsev usulida esa 6"," 1 (taxminan 12,1 %).

1-jadval. Test masala bo‘yicha o‘rta kuchlanishning taqqoslanishi

Usul Kuchlanish giymati Mutlaq xatolik Nisbiy xatolik, %
Aniq giymat (material qarshiligi formulasi) -50, 6 - -
L.E. Maltsev usuli (Ritz) [3] -56, 7 6,1 12,1
Ushbu ish usuli -50, 599 0, 001 0, 002

Shuningdek, boshlang‘ich yaqinlashish va iteratsion parametrning turli gqiymatlarida hisoblashlar o‘tkazildi.
Xususan, U=V=W=0 boshlang‘ich yaqinlashishda va t parametrning turli qiymatlarida olingan "o natijalari shuni
ko‘rsatadiki, T ortganda iteratsiyalar soni o‘zgarmaydi, ya'ni k=2. Biroq "o ning giymati yaxshilanib, aniq yechimga
yaqinlashadi. Bunday qiyosiy tahlil 2-jadvalda keltirilgan. Jadvalning oxirgi ustunidagi mutlaq xatolik A=|"c-
o_"aniq" | ga ko'ra, T har o‘n barobar oshganda xatolik taxminan o‘n barobar kamayadi (taxminan Ax0"," 41/t), bu
esa T ning katta giymatlarida yechimning aniq qiymatga monoton yaginlashishini bildiradi.

2-jadval. Iteratsion parametr ning o‘rtacha kuchlanishga ta’siri (boshlang‘ich yaqinlashish )

T Iteratsiyalar soni O'rtacha kuchlanish Mutlaq xatolik
1 2 -50, 194305 0, 405695
10 2 -50, 558779 0, 041221
10 2 -50, 558779 0, 041221
1000 2 -50, 599587 0, 000413
10000 2 -50, 599958 0, 000042

N\

Barcha hisoblashlar ortotrop jismlarning fazoviy masalasini yechishga mo‘ljallangan, C# dasturlash tilida
yaratilgan dastur yordamida bajarildi.

XULOSA VA TAKLIFLAR

Ortotrop parallelepiped uchun fazoviy elastiklik masalasini sonli yechishga bag‘ishlangan ushbu ishda
quyidagi natijalar olindi.

1. Masala o‘ng tomonlari koordinatalar va ko‘chishlarga bog‘liq bo‘lishi mumkin bo‘lgan umumiy (chiziqli
bo‘lmagan) Lame tenglamalari sistemasi ko‘rinishida qo‘yildi; uni yechish uchun barqarorlashtirish usuli va
o‘zgaruvchi yo‘nalishlar usulining uch bosqichli varianti asosida sonli algoritm ishlab chiqildi.

2. Chiziglantirishning Pikar va Nyuton usullarini p, parametr orgali, ayirmali sxema turini (oshkor, oshkormas,
simmetrik) esa pY, W', u¥ matritsali koeffitsiyentlar orqali tanlash imkoniyati Kkiritildi; bu 33=27 ta sxema
kombinatsiyasini yagona algoritm doirasida amalga oshirishga imkon beradi.

3. Har bir bosqichda hosil bo‘ladigan uch diagonalli algebraik sistemalar diagonal ustunlik shartini
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ganoatlantirib, skalyar progonka usuli bilan turg‘un yechiladi; yaginlashish mezoni sifatida (24) shart tavsiya etildi.

4. Ortotrop prizmaning siqilishi haqidagi test masalada o‘rta sirtdagi o‘rtacha kuchlanish -50,599 ga teng
bo‘lib, aniq giymatdan (-50,6) mutlaq xatoligi 0,001 (taxminan 0,002 %) ni tashkil etdi. Ritz variatsion usuli natijasi
(-56,7) esa 6,1 (taxminan 12,1 %) xatolikka ega. Shunday qilib, taklif etilgan usul test masalada variatsion usulga
nisbatan sezilarli aniqroq natija beradi; bunda iteratsiyalarning minimal soni k=2 bo‘ldi.

5. Iteratsion parametr t ning 1 dan 10”4 gacha ortishi iteratsiyalar sonini o‘zgartirmaydi, biroq o‘rtacha
kuchlanishni -50,194 dan -50,59996 gacha aniqlashtiradi; mutlaq xatolik T ga taxminan teskari proporsional
kamayadi.

6. Ishlab chiqilgan algoritm va C# dasturi nochiziqli f k hadlarni, shuningdek boshqa fizik omillarni hisobga
olishga tayyor asos bo‘lib xizmat giladi. Keyingi tadqiqotlarda Nyuton bo‘yicha chiziglantirishning (p,=1) va 27 ta
sxema kombinatsiyasining yaginlashishga ta’sirini nochizigli masalalarda sinash maqsadga muvofiq.
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