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Annotatsiya. Maqolada ortotrop parallelepiped uchun fazoviy elastiklik masalasini chekli ayirmalar usuli bilan sonli 
yechish va hosil boʻladigan iteratsion jarayonning yaqinlashishi tadqiq etilgan. Masala oʻng tomonlari koordinatalarga 
va noma’lum koʻchishlarga bogʻliq boʻlishi mumkin boʻlgan (umumiy holda chiziqli boʻlmagan) bir jinsli boʻlmagan Lame 
tenglamalari sistemasi koʻrinishida qoʻyilgan; bunday umumiy yozuv boshqa fizik omillarni hisobga oluvchi algoritm va 
samarali dastur yaratishga imkon beradi. Yechim barqarorlashtirish usuli asosida izlanadi: masala fiktiv vaqt boʻyicha 
evolyutsion koʻrinishga keltirilib, oʻzgaruvchi yoʻnalishlar usulining uch bosqichli varianti qoʻllanadi, har bir bosqichda hosil 
boʻladigan uch diagonalli algebraik tenglamalar sistemalari skalyar progonka usuli bilan yechiladi. Chiziqlantirishning 
Pikar va Nyuton usullarini tanlash hamda oshkor, oshkormas va simmetrik ayirmali sxemalarning  ta kombinatsiyasini 
amalga oshirish imkonini beruvchi parametr va matritsali koeffitsiyentlar kiritilgan. Iteratsion jarayonning yaqinlashish tezl-
igiga ta’sir etuvchi omillar - ayirmali sxema turi, iteratsion parametr  va boshlangʻich yaqinlashish - tahlil qilingan. Usul 
ortotrop toʻgʻri burchakli prizmaning siqilishi haqidagi test masalasida sinovdan oʻtkazilgan: oʻrta sirtdagi oʻrtacha kuch-
lanish  ni tashkil etib, material qarshiligi formulasi boʻyicha topilgan aniq qiymat  dan atigi  ga farq qildi (Ritz variatsion 
usulida , mutlaq xatolik ), bunda iteratsiyalar soni  ga teng boʻldi.  ortishi bilan natija aniq yechimga monoton yaqinlashishi 
koʻrsatilgan. Hisoblashlar C# dasturlash tilida yaratilgan dastur yordamida bajarilgan.

Kalit soʻzlar: ortotrop jism; Lame tenglamalari; chekli ayirmalar usuli; barqarorlashtirish usuli; oʻzgaruvchi yoʻnalishlar 
usuli; progonka usuli; Pikar va Nyuton chiziqlantirishi; iteratsion jarayonning yaqinlashishi.

Abstract. The article investigates the numerical solution of a spatial elasticity problem for an orthotropic parallelepiped 
using the finite difference method and the convergence of the resulting iterative process. The problem is formulated as 
a nonhomogeneous system of Lamé equations whose right-hand sides may depend on the coordinates and unknown 
displacements (and may be nonlinear in the general case); such a general formulation makes it possible to develop an 
algorithm and an efficient program that take other physical factors into account. The solution is sought using the stabiliza-
tion method: the problem is transformed into an evolutionary form with respect to fictitious time, a three-stage variant of 
the alternating direction method is applied, and the tridiagonal systems of algebraic equations arising at each stage are 
solved by the scalar sweep method. A parameter and matrix coefficients are introduced to enable the selection of Picard 
and Newton linearization methods and the implementation of 3³ = 27 combinations of explicit, implicit, and symmetric 
finite-difference schemes. The factors affecting the convergence rate of the iterative process - the type of difference 
scheme, the iteration parameter τ, and the initial approximation - are analyzed. The method is tested on the compression 
problem of an orthotropic rectangular prism: the mean stress on the mid-surface is , differing by only 0.001 from the exact 
value of −50.6 obtained from the strength-of-materials formula (the Ritz variational method gives −56.7, with an absolute 
error of 6.1), while the number of iterations is k = 2. It is shown that, as τ increases, the result monotonically approaches 
the exact solution. The calculations were performed using a program developed in the C# programming language.

Keywords: orthotropic body; Lamé equations; finite difference method; stabilization method; alternating direction method; 
sweep method; Picard and Newton linearization; convergence of the iterative process.

Аннотация. В статье исследованы численное решение пространственной задачи упругости для ортотропного 
параллелепипеда методом конечных разностей и сходимость возникающего итерационного процесса. Задача 
поставлена в виде неоднородной системы уравнений Ламе, правые части которой могут зависеть от координат 
и неизвестных перемещений (в общем случае быть нелинейными); такая общая запись позволяет создать 
алгоритм и эффективную программу, учитывающие другие физические факторы. Решение ищется на основе 
метода установления: задача приводится к эволюционной форме по фиктивному времени, применяется 
трёхэтапный вариант метода переменных направлений, а возникающие на каждом этапе трёхдиагональные 
системы алгебраических уравнений решаются методом скалярной прогонки. Введены параметр и матричные 
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коэффициенты, позволяющие выбирать методы линеаризации Пикара и Ньютона, а также реализовать 3³ = 
27 комбинаций явных, неявных и симметричных разностных схем. Проанализированы факторы, влияющие на 
скорость сходимости итерационного процесса, - тип разностной схемы, итерационный параметр τ и начальное 
приближение. Метод апробирован на тестовой задаче о сжатии ортотропной прямоугольной призмы: среднее 
напряжение на средней поверхности составило  и отличалось от точного значения −50,6, найденного по формуле 
сопротивления материалов, всего на 0,001 (при вариационном методе Ритца -56,7, абсолютная погрешность 6,1), 
при этом число итераций составило k = 2. Показано, что с увеличением τ результат монотонно приближается к 
точному решению. Расчёты выполнены с помощью программы, разработанной на языке программирования C#.

Ключевые слова: ортотропное тело; уравнения Ламе; метод конечных разностей; метод установления; метод 
переменных направлений; метод прогонки; линеаризация Пикара и Ньютона; сходимость итерационного процесса.

K I R I S H
Ortotrop materiallar, ya’ni o‘zaro perpendikulyar uchta elastik simmetriya tekisligiga ega jismlar (kompozitsion 

materiallar, qatlamli plastiklar, yog‘och, armaturalangan konstruksiyalar) zamonaviy texnikada keng qo‘llaniladi. 
Uch o‘lchamli holda bunday jismning elastik xossalari to‘qqizta mustaqil doimiy bilan tavsiflanadi [5]. Fazoviy 
masalalarning analitik yechimlari faqat sodda geometriya va chegaraviy shartlar uchun mavjud bo‘lgani sababli, 
sonli usullar (variatsion-ayirmali usullar, chekli ayirmalar va chekli elementlar usullari) asosiy tadqiqot vositasi 
hisoblanadi.

Matematik nuqtayi nazardan bunday masala xususiy hosilali Lamé tenglamalari chiziqli sistemasini yechishga 
keladi va variatsion-ayirmali usullar bilan ko‘plab mualliflar tomonidan yechilgan [1, 2]. Ortotrop prizmaning 
siqilishi masalasi L. Ye. Maltsev tomonidan Ritz variatsion usuli bilan tekshirilgan [3, 10]. Ushbu ishda masala 
nochiziqlilikni hisobga olgan holda umumlashtiriladi va uni yechish uchun o‘zgaruvchi yo‘nalishlar usuli (O‘YU) 
asosidagi iteratsion usul [4, 11-14] amalga oshiriladi. O‘YU g‘oyasi Peaceman-Rachford [6] va Douglas [7] ishlarida 
taklif etilgan, ko‘p o‘lchamli masalani ketma-ket bir o‘lchamli masalalarga keltiruvchi kasr qadamlar usuli esa N. N. 
Yanenko tomonidan rivojlantirilgan [8]; barqarorlashtirish usuli va tarmoq tenglamalarini yechish usullari [4] da 
bayon etilgan.

Ishning maqsadi - ortotrop parallelepiped uchun fazoviy masalani sonli yechishning nochiziqli hadlarni 
ham qamrab oluvchi algoritmini ishlab chiqish va iteratsion jarayon yaqinlashishiga ta’sir etuvchi omillarni test 
masalasida tekshirishdir. Ishning asosiy natijalari: (i) tenglamalarning umumiy nochiziqli yozuvi va uning uchun 
uch bosqichli O‘YU sxemasi; (ii) matritsali koeffitsiyentlar yordamida ayirmali sxemalarning 27 ta variantini bitta 
algoritm doirasida amalga oshirish; (iii) chiziqlantirishning Pikar va Nyuton usullaridan birini parametr orqali 
tanlash; (iv) ortotrop prizmaning siqilishi masalasida aniq yechim bilan taqqoslash va iteratsion parametrning 
ta’sirini o‘rganish.

M A V Z U G A  O I D  A D A B I Y O T L A R  S H A R H I
Ortotrop jismlar, ya’ni o‘zaro perpendikulyar uchta elastik simmetriya tekisligiga ega muhitlar nazariyasining 

fundamental asoslari S. G. Lexnitskiyning klassik monografiyasida bayon etilgan [5]: uch o‘lchamli holda bunday 
jismning kuchlanish-deformatsiya holati to‘qqizta mustaqil elastiklik doimiysi bilan to‘liq tavsiflanadi, bu esa 
izotrop muhitga nisbatan masalani sezilarli darajada murakkablashtiradi va kompozitsion materiallar, qatlamli 
plastiklar, yog‘och kabi muhandislik materiallari uchun maxsus hisoblash usullarini ishlab chiqishni taqozo etadi.

Fazoviy (uch o‘lchovli) elastiklik nazariyasi masalalarining aniq analitik yechimlari faqat sodda geometrik 
shakllar va chegaraviy shartlar uchun mavjud bo‘lgani sababli, amaliyotda sonli usullar - variatsion-ayirmali, chekli 
ayirmalar va chekli elementlar usullari - asosiy tadqiqot vositasi hisoblanadi. Variatsion-ayirmali yondashuvning 
fazoviy elastiklik va termoelastiklik masalalariga tatbiqi, jumladan, B. Ye. Pobedryaning umumlashtiruvchi ishida 
[1] hamda A. I. Tsaplinning fazoviy termoelastiklik masalasiga bag‘ishlangan tadqiqotida [2] keng yoritilgan; bu 
ishlar ko‘p sonli mualliflar tomonidan rivojlantirilgan yondashuvlar sirasiga kiradi va tekshirilayotgan masalaning 
umumiy uslubiy kontekstini tashkil etadi.

Ortotrop to‘g‘ri burchakli prizmaning siqilishi haqidagi test masala - ushbu ishda qo‘llanilgan sonli usulni 
sinovdan o‘tkazish uchun tanlangan masala - ilgari L. Ye. Maltsev tomonidan Ritz variatsion usuli bilan tekshirilgan 
[3]. Variatsion usullarning umumiy xususiyati sifatida ularning aniqligi tanlangan bazis funksiyalar sistemasiga 
sezilarli darajada bog‘liqligini qayd etish lozim; xususan, quyida (8-bo‘lim) ko‘rsatilganidek, Maltsev natijasining 
material qarshiligi formulasi bo‘yicha aniq yechimdan chetlanishi taxminan 12 % ni tashkil etadi. Bu holat ortotrop 
fazoviy masalalar uchun yuqori aniqlikka ega muqobil sonli usullarni ishlab chiqish zaruratini asoslaydi.

O‘zgaruvchi yo‘nalishlar usuli (O‘YU) g‘oyasi dastlab D. W. Peaceman va H. H. Rachfordning parabolik va 
elliptik differensial tenglamalarni sonli yechishga bag‘ishlangan klassik ishida [6], shuningdek, J. Douglasning 
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oshkormas usullar bo‘yicha tadqiqotida [7] shakllantirilgan. Ko‘p o‘lchamli masalani ketma-ket bir o‘lchamli (shu 
bilan birga samarali uch diagonalli algebraik tizimlarga keltiriluvchi) masalalar zanjiriga ajratuvchi kasr qadamlar 
usuli N. N. Yanenko tomonidan nazariy jihatdan umumlashtirilib, keng sinf masalalarga tatbiq etilgan [8]. Ayirmali 
sxemalarning approksimatsiya, turg‘unlik va yaqinlashish nazariyasi, shuningdek, tarmoq (setka) tenglamalarini 
yechishning samarali usullari A. A. Samarskiy va Ye. S. Nikolaevning monografiyasida [4] hamda A. A. Samarskiyning 
“Ayirmali sxemalar nazariyasi” asarida [9] sistemali bayon etilgan; xususan, uch diagonalli tizimlarni yechishning 
skalyar progonka (Tomas algoritmi) usuli va uning turg‘unligini ta’minlovchi diagonal ustunlik sharti aynan shu 
ishlarga asoslanadi.

Mualliflarning o‘zlarining ilgari olib borgan tadqiqotlari [10-14] bog‘liq (coupled) termoelastiklik va 
termoplastiklik masalalarini, jumladan, nochiziqli va dinamik qo‘yilishdagi masalalarni, o‘zgaruvchi yo‘nalishlar 
va ayirmali sxemalar asosida sonli yechishga bag‘ishlangan. Xususan, [10]da ikki o‘lchamli bog‘liq termoplastik 
masalalarning sonli yechimi, [11-13]da termoelastiklik va termoplastiklikning konstitutiv munosabatlari va 
ularning sonli modellashtirilishi, [14]da esa bog‘liq dinamik termoplastik masalaning matematik va sonli modeli 
ko‘rib chiqilgan. Ushbu sikldagi ishlar mualliflar jamoasining nochiziqli va ko‘p fizik omilli masalalarni O‘YU va 
progonka usullari asosida yechish bo‘yicha uzviy ilmiy-uslubiy tajribasini tashkil etadi va ko‘rib chiqilayotgan 
maqola aynan shu tajribaning ortotrop fazoviy elastiklik masalasiga tabiiy davomi va kengaytmasi hisoblanadi.

Yuqorida keltirilgan adabiyotlar tahlili shuni ko‘rsatadiki, bir tomondan, ortotrop jismlar uchun fazoviy 
masalalar mavjud ishlarda asosan chiziqli qo‘yilishda va nisbatan past aniqlikka ega variatsion usullar bilan 
yechilgan [3], ikkinchi tomondan, O‘YU va progonka usullariga asoslangan yuqori aniqlikdagi sonli yondashuvlar 
[4, 6-9] ko‘pincha izotrop yoki ikki o‘lchamli masalalar doirasida qo‘llanilgan, o‘ng tomonlari ko‘chishlarga bog‘liq 
bo‘lgan umumiy nochiziqli uch o‘lchamli Lamé tenglamalari uchun esa turli ayirmali sxemalar (oshkor, oshkormas, 
simmetrik) va chiziqlantirish usullarini (Pikar, Nyuton) yagona moslashuvchan algoritm doirasida birlashtirish 
masalasi yetarlicha o‘rganilmagan. Ushbu ish aynan shu bo‘shliqni to‘ldirishga - ortotrop parallelepiped uchun 
umumlashtirilgan nochiziqli masalani yechuvchi hamda 27 ta sxema-chiziqlantirish kombinatsiyasini yagona 
algoritm va dastur doirasida amalga oshiruvchi universal yondashuvni ishlab chiqishga - qaratilgan.

T A D Q I Q O T  M E T O D O L O G I YA S I
Tadqiqot metodologiyasi bir-biriga uzviy bog‘liq bo‘lgan quyidagi bosqichlarni o‘z ichiga oladi: (1) masalani 

koordinatalar va noma’lum ko‘chishlarga bog‘liq bo‘lishi mumkin bo‘lgan umumlashtirilgan (nochiziqli) Lamé 
tenglamalari sistemasi ko‘rinishida qo‘yish; (2) barqarorlashtirish (o‘rnatish) usuli yordamida statsionar 
elliptik masalani fiktiv vaqt bo‘yicha evolyutsion masalaga keltirish; (3) fazoviy o‘zgaruvchilar bo‘yicha ayirmali 
diskretlashtirish; (4) o‘zgaruvchi yo‘nalishlar usulining uch bosqichli sxemasi asosida vaqt (iteratsiya) bo‘yicha 
diskretlashtirish; (5) nochiziqli hadlarni Pikar yoki Nyuton usuli bilan chiziqlantirish; (6) har bir bosqichda hosil 
bo‘lgan uch diagonalli chiziqli tizimlarni skalyar progonka usuli bilan yechish; (7) berilgan mezon asosida iteratsion 
jarayonni to‘xtatish; (8) test masalada natijalarni aniq yechim va muqobil (Ritz) usul natijasi bilan taqqoslash orqali 
usulni verifikatsiya qilish.

Masalaning matematik qo‘yilishi. Tadqiqot obyekti - Oxyz to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida 
parallelepiped shaklidagi elastik ortotrop jism bo‘lib, uning muvozanati (1) umumlashtirilgan Lamé tenglamalari 
sistemasi bilan tavsiflanadi. K₁₁, …, K₃₅ koeffitsiyentlar orqali istalgan ortotrop (xususiy holda - izotrop) muhitni 
tavsiflash, o‘ng tomonlar fₖ ni esa koordinatalar va noma’lum U, V, W ko‘chishlarning umuman nochiziqli funksiyasi 
sifatida kiritish tenglamalarning umumiyligini ta’minlaydi; bu, muallif ta’kidlaganidek, kelgusida boshqa fizik 
omillarni (harorat, plastik deformatsiya va h.k.) hisobga oluvchi algoritm va dasturlarni yaratish uchun qulay asos 
bo‘lib xizmat qiladi. Chegaraviy shartlar (2) ko‘chishlar berilgan Dirixle turida qo‘yilgan.

Yechimni qidirish strategiyasi - barqarorlashtirish usuli. Qo‘yilgan statsionar (elliptik) chegaraviy masalani 
bevosita yechish o‘rniga, (1) tenglamalarga B·∂U/∂t ko‘rinishdagi fiktiv vaqt bo‘yicha hosilalar qo‘shiladi va natijada 
(6)-(7) evolyutsion masala hosil qilinadi. Bu - A. A. Samarskiy va Ye. S. Nikolaev tomonidan asoslangan [4] klassik 
barqarorlashtirish (o‘rnatish) usuli bo‘lib, uning metodologik afzalligi shundaki, u murakkab, jumladan, nochiziqli 
va bir-biriga bog‘liq tenglamalar tizimlari uchun ham yagona iterativ hisoblash sxemasini qurish imkonini beradi: 
statsionar yechim t → ∞ dagi evolyutsion jarayon limiti sifatida topiladi.

Fazoviy diskretlashtirish. Ω sohada (9) ko‘rinishdagi tekis tarmoq kiritiladi. Uzluksiz hosilalar (10) formulalar 
yordamida ayirmali analoglar bilan almashtiriladi: x, y, z bo‘yicha ikkinchi tartibli hosilalar markaziy ayirmalar 
bilan O(h²) aniqlikda, aralash hosilalar esa bir tomonlama ayirmalar bilan O(h) aniqlikda approksimatsiya qilinadi. 
Bu - ayirmali sxemalar nazariyasida [4, 9] qabul qilingan standart approksimatsiya uslubi.

Chiziqlantirish usullari. fₖ(x, y, z, U, V, W) tarkibidagi nochiziqli hadlarni chiziqlantirish uchun Pikar (μₖ = 0, 
nochiziqli had oldingi iteratsion qatlamdan olinadi) va Nyuton (μₖ = 1, Teylor qatorining birinchi tartibli hadi bilan 
chiziqlantirish) usullaridan foydalaniladi; usul tanlovi yagona μₖ parametr orqali amalga oshiriladi, bu esa ikkala 
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klassik chiziqlantirish strategiyasini bitta algoritm doirasida sinash imkonini beradi.
Ayirmali sxema turini tanlash va o‘zgaruvchi yo‘nalishlar usuli. Oshkor, oshkormas va simmetrik ayirmali 

sxemalar orasidan tanlov μᵘ, μᵛ, μʷ matritsali koeffitsiyentlar yordamida amalga oshiriladi; har bir tenglama uchun 
uchta sxema variantidan birini mustaqil tanlash mumkinligi sababli, jami 3³ = 27 ta kombinatsiya hosil bo‘ladi. 
Hisoblash jarayonining o‘zi o‘zgaruvchi yo‘nalishlar usulining uch bosqichli sxemasi (11)-(13) asosida tashkil 
etiladi: har bir iteratsion qatlamda masala ketma-ket x (n + 1/3 qatlam), y (n + 2/3 qatlam) va z (n + 1 qatlam) 
yo‘nalishlari bo‘yicha bir o‘lchamli pastki masalalarga ajratiladi - bu Peaceman-Rachford [6], Douglas [7] va 
Yanenko [8] tomonidan asoslangan kasr qadamlar g‘oyasining amaliy tatbiqidir.

Chiziqli tizimlarni yechish usuli. Har bir bosqichda hosil bo‘ladigan uch diagonalli algebraik tizimlar (17)-
(19) skalyar progonka (Tomas algoritmi) usuli bilan yechiladi. Progonka koeffitsiyentlari (14)-(16) formulalar 
orqali hisoblanadi; diagonal ustunlik sharti bajarilganda (xususan, test masaladagidek fₖ = 0 bo‘lganda), progonka 
usulining to‘g‘ri va turg‘un ishlashi [4, 9] asosida kafolatlanadi.

Iteratsion jarayonni to‘xtatish mezoni. Hisoblash jarayoni ketma-ket ikki iteratsion qatlam orasidagi U, V, W 
funksiyalarning maksimal farqi oldindan berilgan kichik ε sonidan kam bo‘lguncha (24) davom ettiriladi; bu shart 
bajarilganda olingan qiymatlar asl (1)-(2) masalaning ayirmali yechimi sifatida qabul qilinadi.

Usulni eksperimental tekshirish (verifikatsiya) metodikasi. Ishlab chiqilgan algoritmning to‘g‘riligi va 
samaradorligi ortotrop to‘g‘ri burchakli prizmaning siqilishi haqidagi test masalada tekshirildi, bunda elastiklik 
koeffitsiyentlari [3] dan olingan real qiymatlarga ega. Natijalarni baholash ikki mustaqil mezon bo‘yicha amalga 
oshirildi: (a) o‘rta sirtdagi o‘rtacha kuchlanishning material qarshiligi formulasi bo‘yicha hisoblangan aniq qiymat 
bilan mutlaq va nisbiy xatolik darajasida taqqoslanishi; (b) L. Ye. Maltsevning Ritz variatsion usuli bilan olingan 
natijasi [3] bilan solishtirish. Bundan tashqari, usulning turg‘unligi va yaqinlashish xususiyatlarini chuqurroq 
o‘rganish maqsadida boshlang‘ich yaqinlashish (U = V = W = 0) saqlangan holda iteratsion parametr τ ning 1 dan 
10⁴ gacha bo‘lgan qiymatlarida qo‘shimcha hisoblash seriyasi o‘tkazildi.

Dasturiy-texnik ta’minot. Yuqorida tavsiflangan barcha algoritmlar (barqarorlashtirish, uch bosqichli O‘YU, 
27 ta sxema-chiziqlantirish kombinatsiyasi, skalyar progonka) C# dasturlash tilida yaratilgan mustaqil dastur 
vositasida amalga oshirildi. Bunday dasturiy yondashuv turli sxema, chiziqlantirish usuli va iteratsion parametr 
kombinatsiyalarini tezkor va avtomatlashtirilgan tarzda sinash, shuningdek, olingan natijalarni o‘zaro hamda 
adabiyotdagi ma’lumotlar bilan taqqoslashni ta’minladi.

Masalaning qoʻyilishi
Elastik ortotrop jism Oxyz toʻgʻri burchakli koordinatalar sistemasida Ω={0≤x≤a, 0≤y≤b, 0≤z≤c} parallelepiped 

shaklida boʻlsin va tashqi yuklar ta’sirida boʻlsin. Koʻchish vektorining Ox, Oy, Oz oʻqlari boʻylab yoʻnalgan 
komponentlarini mos ravishda U(x,y,z), V(x,y,z), W(x,y,z) bilan belgilaymiz. Bu komponentlarni jism ichida aniqlash 
uchun Lame tenglamalari sistemasining [3] eng umumiy, bir jinsli boʻlmagan koʻrinishidan foydalanamiz:

(1)

bu yerda K11,K12,…,K35 — tekshirilayotgan jismning elastiklik doimiylari; fk (k=1,2,3) — oʻz argumentlari boʻyicha 
uzluksiz funksiyalar boʻlib, umumiy holda fk=fk (x,y,z,U,V,W) koʻrinishida, ya’ni chiziqli emas. 

Ω sohaning chegarasida chegaraviy shartlar (koʻchishlar berilgan holda)  quyidagi koʻrinishga ega:

(2)

bu yerda φi — uzluksiz funksiyalar, i=1,2,3 indeksi mos ravishda U, V, W komponentlarga mos keladi.
Xususan, koeffitsiyentlar

(3)

va (1) tenglamalarning oʻng tomonlari

(4)
boʻlganda ortotrop jism uchun [3] dagi masalaning tenglamalari hosil boʻladi; bu yerda A11,A12,…,A66 — ortotrop 
jismning elastiklik doimiylari. Qulaylik uchun (1) da quyidagi belgilashni kiritamiz:
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(5)

Xususan, barcha Kij=1 boʻlganda Li operator Laplas operatori Δ ga aylanadi.
Barqarorlashtirish usuli
(1)–(2) masalani sonli yechish uchun barqarorlashtirish (oʻrnatish) iteratsion usuli [4] qoʻllaniladi. Buning 

uchun (1) tenglamalarga mos ravishda B ∂U/∂t, B ∂V/∂t va B ∂W/∂t hadlarni qoʻshamiz; bu yerda t - fiktiv 
(iteratsion) vaqt, B - oʻtish operatori. U holda quyidagi evolyutsion tenglamalar sistemasi hosil boʻladi:

(6)

buning uchun t=0 da qoʻshimcha boshlangʻich shartlar talab etiladi:

(7)
bu yerda ψk (x,y,z) — boshlangʻich yaqinlashishni beruvchi ixtiyoriy, yetarlicha silliq funksiyalar. Amalda 
boshlangʻich yaqinlashish sifatida koʻpincha nol yechim U=V=W=0 tanlanadi. t oʻzgaruvchi boʻyicha hisoblash

(8)

shart bajarilguncha davom ettiriladi. Statsionar holatda (6) sistema (1) ga oʻtgani uchun, bu shart bajarilganda 
(2), (6)-(7) masalaning yechimi (1)-(2) masalaning izlanayotgan yechimi sifatida qabul qilinadi. Shu tariqa (1)-(2) 
elliptik tipdagi masalaning yechimi (6)–(7) evolyutsion masala yechimining t→∞ dagi limiti sifatida topiladi.

Iteratsion jarayonning yaqinlashish tezligiga bir nechta omillar ta’sir qiladi: ayirmali sxemaning 
approksimatsiya tartibi, iteratsion parametr τ (t boʻyicha qadam), ayirmali sxemalar turi (oshkor, oshkormas yoki 
simmetrik), Pikar va Nyuton boʻyicha chiziqlantirish usullari hamda boshlangʻich yaqinlashishni tanlash [4]. Bu 
omillarning rolini qoʻyilgan (1)–(2) masala misolida batafsil oʻrganish uchun tarmoqli sohaga oʻtamiz.

Masalaning ayirmali approksimatsiyasi
Ω sohada quyidagi tekis tarmoqni kiritamiz:

(9)
bu yerda h1=a/(n1-1), h2=b/(n2-1), h3=c/(n3-1), i=¯(1,n1 ), j=¯(1,n2 ), k=¯(1,n3 ). (2), (6)–(7) masalaning barcha 
hadlarini approksimatsiya qilib va OʻYU ni qoʻllab, (6) sistemaning har bir tenglamasini alohida koʻrib chiqamiz. 
Uzluksiz masaladan diskret masalaga oʻtish quyidagi almashtirishlar yordamida amalga oshiriladi:

(10)

Bunda x, y, z boʻyicha ikkinchi tartibli hosilalar markaziy ayirmalar bilan O(h2 ) aniqlikda, aralash hosilalar esa bir 
tomonlama ayirmalar bilan O(h) aniqlikda approksimatsiya qilinadi (h=max(h1,h2,h3 )). V va W funksiyalar uchun 
ham xuddi shunday almashtirishlar oʻrinli.

Chiziqlantirish va ayirmali sxemalar turini tanlash fk (x,y,z,U,V,W) tarkibidagi chiziqli boʻlmagan hadlarni 
chiziqlantirish uchun Pikar va Nyuton usullari taklif etiladi. Bu usullardan birini tanlash μk (k=1,2,3) parametr 
yordamida tashkil etiladi: μk=0 boʻlganda nochiziqli had oldingi iteratsion qatlamdan olinadi (Pikar usuli), μk=1 
boʻlganda esa Teylor qatorining birinchi tartibli hadi bilan chiziqlantiriladi (Nyuton usuli). Shu bilan birga turli 
ayirmali sxemalar boʻyicha hisoblash imkoniyati μkju (k,j=¯1,3) matritsali koeffitsiyent orqali hisobga olinadi. 
Ayirmali tenglamalarda U, V va W boʻyicha tenglamalar uchun mos ravishda μiju, μijv va μijw matritsali koeffitsiyentlar 
kiritilgan. U boʻyicha bitta tenglama uchun quyidagi variantlar mavjud:
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a)

b)

d)

mos ravishda oshkormas (a), simmetrik (b) va oshkor (d) sxemalar uchun. V va W boʻyicha tenglamalar uchun ham 
μv va μw matritsalarning xuddi shunday koʻrinishlarini keltirish mumkin. Matritsalarning har bir qatori va har bir 
ustuni elementlari yigʻindisi birga teng, bunda k-qatorning j-elementi uch bosqichning k-sida j-yoʻnalish boʻyicha 
ikkinchi tartibli ayirmali hadning ulushini belgilaydi; shu sababli uch bosqich yigʻindisida har bir differensial had 
toʻliq hisobga olinadi. Bunday matritsalar toʻplami hisoblash formulalarida sxemalarning turli kombinatsiyalarini 
olishga imkon beradi. Masalan, birinchi tenglama uchun oshkormas, qolganlari uchun simmetrik sxema qoʻllanilsa 
(OSS), yoki birinchi va ikkinchi tenglamalar uchun oshkormas, uchinchisi uchun simmetrik sxema qoʻllanilsa 
(OOS) va hokazo. Uchta tenglamaning har biri uchun uch variantdan birini tanlash mumkin boʻlgani sababli barcha 
kombinatsiyalar soni 33=27 ta boʻladi.

Oʻzgaruvchi yoʻnalishlar usulining uch bosqichli varianti
Qoʻyilgan masalani sonli yechish uchun OʻYU ning uch bosqichli varianti taklif etiladi. Usulning mohiyati 

quyidagidan iborat. Yuqoridagi matritsalar asosida oshkor, oshkormas yoki simmetrik sxemani olish mumkin; 
qolgan oʻzgaruvchilar boʻyicha qiymatlarni qotirgan holda (1-rasmga qarang) avval x oʻzgaruvchi boʻyicha n+1/3 
iteratsion qatlamda, keyin y oʻzgaruvchi boʻyicha n+2/3 qatlamda va oxirgi bosqichda z oʻzgaruvchi boʻyicha n+1 
qatlamda tenglama yoziladi. Har qanday qatlamda hisoblash uchun avvalgi qatlamlardagi U funksiya qiymatlari, 
tabiiyki, V va W funksiyalarning qiymatlari ham ma’lum deb faraz qilinadi.

1-rasm. Oʻzgaruvchi yoʻnalishlar sxemasi.

Qisqalik uchun  va  - uning  boʻyicha hosilasi (s=n, n+1/3, 

n+2/3) belgilashlarini kiritamiz. Buni hisobga olib, (6) ayirmali tenglamalarni U funksiyaga nisbatan quyidagi 
koʻrinishda yozamiz:

(11)
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(12)

(13)

 V va W funksiyalar uchun ham (6) tenglamalardan shunga oʻxshash tenglamalar hosil qilinadi. Ularning har biri 
skalyar progonka usuli bilan yechiladi.

Skalyar progonka usuli
Hisoblashlarni soddalashtirish uchun n+1/3 qatlamda  ni topishda quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

(14)

n+2/3 va n+1 qatlamlarda Uijk
n+2/3 va Uijk

n+1 ni topishda (12) va (13) tenglamalardan mos ravishda A2,B2,C2,D2 va 
A3,B3,C3,D3 koeffitsiyentlar hosil boʻladi:

(15)

(16)

V va W funksiyalar uchun ham Al,Bl,Cl va Dl (l=¯4,9) koeffitsiyentlar xuddi shunday kiritiladi. (11)-(13) tenglamalarni 
(14)-(16) belgilashlar yordamida soddalashtirib, U uchun quyidagi uch diagonalli algebraik tenglamalar 
sistemalarini olamiz:

(17)

(18)

(19)
Bu sistemalarning har birida Bs=1+2|As |+τ/3 μ1 f1U' boʻlgani uchun, μ1 f '1U≥0 boʻlganda (xususan, test masaladagidek 
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fk=0 boʻlganda) Bs-|As |-|Cs |≥1, ya’ni diagonal ustunlik sharti bajariladi va progonka usuli toʻgʻri va turgʻun ishlaydi 
[4, 9]. Progonka koeffitsiyentlari (masalan, (17) sistema uchun) toʻgʻri yurishda chegaraviy shartlardan topiladi:

(20)

Shunga oʻxshash, (18) va (19) sistemalar uchun α2j,β2j va α3k,β3k koeffitsiyentlar ham xuddi shunday hisoblanadi. 
Progonka koeffitsiyentlari α1i,β1i,α2j,β2j,α3k,β3k ma’lum boʻlgach, yechim progonkaning teskari yurishi boʻyicha [4] 
topiladi:

(21)

(22)

(23)

U uchun bajarilgan (14)–(23) hisoblash tartibiga oʻxshash tartib avval Vijk
n+1/3, Vijk

n+2/3, Vijk
n+1 uchun, soʻngra Wijk

n+1/3, 
Wijk

n+2/3, Wijk
n+1 uchun ham qoʻllaniladi.

Iteratsion jarayonning yaqinlashish mezoni
Iteratsion jarayonning yaqinlashish mezoni sifatida quyidagi shartdan foydalanish mumkin:

(24)

bu yerda ε - kichik berilgan son, 0<ε<1. Bu shart bajarilganda n+1 qatlamdagi qiymatlar (1)-(2) masalaning ayirmali 
yechimi sifatida qabul qilinadi.

T A H L I L  V A  N A T I J A L A R
Sonli tajriba natijalari
Usulning samaradorligini baholash uchun ortotrop toʻgʻri burchakli prizmaning siqilishi haqidagi test masala 

koʻrildi (2-rasm). Elastiklik koeffitsiyentlari Aij⋅103 kg/sm² oʻlchamda [3] quyidagicha olindi:

2-rasm. Siqilayotgan ortotrop prizma sxemasi.

Boshlangʻich ma’lumotlar: a=b=c=5 sm, W0=1, ε=0,001, B - birlik operator, n1=n2=n3=11. (6) tenglamalar fk=0 
(k=¯1,3) va φi=0 boʻlganda, z=0 va z=c yoqlarda W(x,y,0)=W0, W(x,y,c)=-W0, U=V=0 chegaraviy shartlar hamda (7) 
boshlangʻich shartlar bilan koʻrildi. Ortotrop toʻgʻri burchakli prizmaning siqilishi haqidagi bu masalaning sonli 
yechimlari (U,V,W) chekli ayirmalar usuli bilan oshkormas sxema boʻyicha iteratsiyalarning minimal soni k=2 da 
olindi.

Shu yechimlardan foydalanib, k=(n3+1)/2 ning qotirilgan qiymatida (z≈c/2, ya’ni oʻrta sirtda) Guk qonuniga 
koʻra kuchlanish tenzori hisoblanadi:

(25)
bu yerda deformatsiya komponentlari ayirmali koʻrinishda quyidagicha aniqlanadi:
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(26)

U holda oʻrta sirtdagi kuchlanishning oʻrtacha qiymati

(27)

koʻrinishga ega. Material qarshiligi formulasi boʻyicha aniq qiymat exx=eyy=0 va ezz=[W(x,y,c)-W(x,y,0)]/c=-2W0/c 
boʻlganda quyidagicha topiladi:

(28)

Hisoblash natijalarining taqqoslanishi 1-jadvalda keltirilgan (kuchlanish 103 kg/sm² birligida). Bundan koʻrinadiki, 
biz olgan ¯σ=-50"," 599 qiymat L.E. Maltsev [3] natijasi σz=-56"," 7 ga nisbatan (u Ritz variatsion usuli bilan olingan) 
material qarshiligi formulasi boʻyicha hisoblangan aniq yechim σ=-50"," 6 ga ancha aniq yaqinlashadi: mutlaq 
xatolik 0"," 001 (nisbiy xatolik taxminan 0,002 %), Maltsev usulida esa 6"," 1 (taxminan 12,1 %).

1-jadval. Test masala boʻyicha oʻrta kuchlanishning taqqoslanishi
Usul Kuchlanish qiymati Mutlaq xatolik Nisbiy xatolik, %

Aniq qiymat (material qarshiligi formulasi) -50, 6 - -
L.E. Maltsev usuli (Ritz) [3] -56, 7 6,1 12, 1

Ushbu ish usuli -50, 599 0, 001 0, 002

Shuningdek, boshlangʻich yaqinlashish va iteratsion parametrning turli qiymatlarida hisoblashlar oʻtkazildi. 
Xususan, U=V=W=0 boshlangʻich yaqinlashishda va τ parametrning turli qiymatlarida olingan ¯σ natijalari shuni 
koʻrsatadiki, τ ortganda iteratsiyalar soni oʻzgarmaydi, ya’ni k=2. Biroq ¯σ ning qiymati yaxshilanib, aniq yechimga 
yaqinlashadi. Bunday qiyosiy tahlil 2-jadvalda keltirilgan. Jadvalning oxirgi ustunidagi mutlaq xatolik Δ=|¯σ-
σ_"aniq"  | ga koʻra, τ har oʻn barobar oshganda xatolik taxminan oʻn barobar kamayadi (taxminan Δ≈0"," 41/τ), bu 
esa τ ning katta qiymatlarida yechimning aniq qiymatga monoton yaqinlashishini bildiradi.

2-jadval. Iteratsion parametr  ning oʻrtacha kuchlanishga ta’siri (boshlangʻich yaqinlashish )
τ Iteratsiyalar soni Oʻrtacha kuchlanish Mutlaq xatolik 
1 2 -50, 194305 0, 405695

10 2 -50, 558779 0, 041221
10 2 -50, 558779 0, 041221

1000 2 -50, 599587 0, 000413
10000 2 -50, 599958 0, 000042

Barcha hisoblashlar ortotrop jismlarning fazoviy masalasini yechishga moʻljallangan, C# dasturlash tilida 
yaratilgan dastur yordamida bajarildi.

X U L O S A  V A  T A K L I F L A R
Ortotrop parallelepiped uchun fazoviy elastiklik masalasini sonli yechishga bagʻishlangan ushbu ishda 

quyidagi natijalar olindi.
1. Masala oʻng tomonlari koordinatalar va koʻchishlarga bogʻliq boʻlishi mumkin boʻlgan umumiy (chiziqli 

boʻlmagan) Lame tenglamalari sistemasi koʻrinishida qoʻyildi; uni yechish uchun barqarorlashtirish usuli va 
oʻzgaruvchi yoʻnalishlar usulining uch bosqichli varianti asosida sonli algoritm ishlab chiqildi.

2. Chiziqlantirishning Pikar va Nyuton usullarini μk parametr orqali, ayirmali sxema turini (oshkor, oshkormas, 
simmetrik) esa μu, μv, μw matritsali koeffitsiyentlar orqali tanlash imkoniyati kiritildi; bu 33=27 ta sxema 
kombinatsiyasini yagona algoritm doirasida amalga oshirishga imkon beradi.

3. Har bir bosqichda hosil boʻladigan uch diagonalli algebraik sistemalar diagonal ustunlik shartini 
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qanoatlantirib, skalyar progonka usuli bilan turgʻun yechiladi; yaqinlashish mezoni sifatida (24) shart tavsiya etildi.
4. Ortotrop prizmaning siqilishi haqidagi test masalada oʻrta sirtdagi oʻrtacha kuchlanish -50,599 ga teng 

boʻlib, aniq qiymatdan (-50,6) mutlaq xatoligi 0,001 (taxminan 0,002 %) ni tashkil etdi. Ritz variatsion usuli natijasi 
(-56,7) esa 6,1 (taxminan 12,1 %) xatolikka ega. Shunday qilib, taklif etilgan usul test masalada variatsion usulga 
nisbatan sezilarli aniqroq natija beradi; bunda iteratsiyalarning minimal soni k=2 boʻldi.

5. Iteratsion parametr τ ning 1 dan 10^4 gacha ortishi iteratsiyalar sonini oʻzgartirmaydi, biroq oʻrtacha 
kuchlanishni -50,194 dan -50,59996 gacha aniqlashtiradi; mutlaq xatolik τ ga taxminan teskari proporsional 
kamayadi.

6. Ishlab chiqilgan algoritm va C# dasturi nochiziqli f_k hadlarni, shuningdek boshqa fizik omillarni hisobga 
olishga tayyor asos boʻlib xizmat qiladi. Keyingi tadqiqotlarda Nyuton boʻyicha chiziqlantirishning (μk=1) va 27 ta 
sxema kombinatsiyasining yaqinlashishga ta’sirini nochiziqli masalalarda sinash maqsadga muvofiq.
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