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Jo‘rayev Shaxzod Shuhratjon o‘g‘li
Osiyo xalqaro universiteti, “Aniq fanlar va
ragamli texnologiyalar” kafedrasi o‘gituvchisi.

Annotatsiya. Mazkur maqolada ko‘p o‘lchamli Bessel differensial operatoriga asoslangan Laplas-Bessel operatori (Kipri-
yanov operatori, AB) ko'rib chigiladi. Operatorning qat’iy ta’rifi, uning klassik Laplas operatori bilan bog'ligligi, vaznli Lebeg
fazolarida formal 0'z-o0‘ziga qo‘shma (self-adjoint) ekanligi va bir jinslilik xossasi to‘liq isbotlari bilan keltiriladi. Shuningdek,
operatorning umumlashgan siljish operatori bilan bog'ligligi, fundamental yechimi hamda operator asosida qurilgan B-el-
liptik, B-parabolik va B-giperbolik tenglamalar sinflari hagida umumiy nazariy ma’lumot beriladi.

Kalit so‘zlar: Laplas-Bessel operatori, Bessel differensial operatori, umumlashgan siljish operatori, vaznli Lebeg fazosi,
B-elliptik tenglamalar, fundamental yechim.

Abstract. This paper considers the Laplace-Bessel operator (Kipriyanov operator, AB) based on the multidimensional
Bessel differential operator. A rigorous definition of the operator is given, together with complete proofs of its relation to
the classical Laplace operator, its formal self-adjointness in weighted Lebesgue spaces, and its homogeneity property. In
addition, the connection of the operator with the generalized translation operator, its fundamental solution, and general
theoretical information on the classes of B-elliptic, B-parabolic and B-hyperbolic equations constructed on the basis of this
operator are presented.

Keywords: Laplace-Bessel operator, Bessel differential operator, generalized translation operator, weighted Lebesgue
space, B-elliptic equations, fundamental solution.

AHHoTaumsa. B HacTodwen cratbe paccmatpuBaeTcs onepatop Jlannaca-Beccens (onepatop KunpusiHoBa, AB),
OCHOBaHHbI Ha MHOroMepHoMm AuddepeHumansHoMm onepatope beccensi. [MpuBoguTcs cTporoe onpeaeneHve
ornepartopa, a Takke MOoSfiHble [OoKa3aTenbCTBa €ro CBA3W C Kraccuyeckum onepaTtopom Jlannaca, copmarnbHow
CaMOCOMPSHKEHHOCTN B BECOBLIX MpocTpaHcTBax Jlebera u cBoicTBa ogHopogaHocTu. Kpome Toro, gartcs obuyme
TEOpeTUYEeCKNe CBEAEHMS O CBSA3M ornepaTopa ¢ 0606LEHHBIM OnepaTopoM CABUra, ero pyHaaMeHTanbHOM peLLeHum,
a Takke o0 knaccax B-annuntudeckux, B-napabonuyeckux u B-runepbonuyeckux ypaBHEHWIA, MOCTPOEHHbIX HA OCHOBE
[aHHoro onepatopa.

KnroueBble cnoBa: onepaTtop Jlannaca—beccens, andpdepeHumansHbeii onepatop beccens, 0606LWEHHbI onepaTop
CABWra, BECOBOE NpOCTPaHCTBoO Jlebera, B-annuntuyeckme ypaBHeHWs, yHAaMEHTanbHOe peLleHune.

KIRISH

Klassik Laplas operatori A = Y 9%0x* matematik fizikaning eng muhim differensial operatorlaridan biri
bo'lib, potensiallar nazariyasi, issiglik o‘tkazuvchanlik va tebranish tenglamalarining asosini tashkil etadi.
Ko'plab amaliy masalalarda - masalan, o‘qga nisbatan simmetrik (aksial-simmetrik) muhitlardagi jarayonlarni
o‘rganishda - Laplas operatorini silindrik yoki sferik koordinatalarda yozish natijasida bitta yoki bir nechta
o'zgaruvchi bo‘yicha Bessel differensial operatori paydo bo‘ladi:

B, = d¥dx*+ (y/x) d/dx, x>0, y>0. (1.1)

Bu holni umumlashtirish g‘oyasi 1950-1970-yillarda B.M. Levitan va I.A. Kipriyanov tomonidan tizimli
tarzda rivojlantirildi [2-4]. Kipriyanov (1.1)-operatorni bir nechta o‘zgaruvchiga nisbatan qo‘llab, klassik Laplas
operatorining singular umumlashmasi - Laplas—Bessel operatori (yoki Kipriyanov operatori) A, ni kiritdi va unga
asoslangan tenglamalarni B-elliptik, B-parabolik hamda B-giperbolik tenglamalar deb atadi [1]. Hozirgi kunda
bu operator ko‘pincha “Laplace—Bessel operator” nomi bilan ham yuritiladi [7].
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Ushbu operator nazariyasi keyingi yillarda faol rivojlanmoqda: umumlashgan siljish (Delsart-Levitan)
operatori vositasida qurilgan garmonik tahlil [3, 4], vaznli Lebeg va Sobolev fazolarida chegaraviy teoremalar
[5, 6], hamda operatorning fundamental yechimi [8, 9] kabi yo‘nalishlarda muhim natijalar olindi.

Ushbu magolaning maqgsadi - Laplas-Bessel operatorining qat’iy ta’rifini keltirish, uning eng muhim
algebraik va analitik xossalarini toliq isbotlari bilan bayon gilish hamda operator nazariyasining umumiy
tuzilishini ko‘rsatishdan iborat.

MAVZUGA OID ADABIYOTLAR SHARHI

Ko‘p o'lchamli Bessel operatorlari va ular asosida qurilgan Laplas-Bessel differensial operatorlari
zamonaviy matematik analizning muhim yo‘nalishlaridan biri hisoblanadi. Ushbu operatorlar nazariyasi
differensial tenglamalar, garmonik analiz, maxsus funksiyalar, integral operatorlar, og‘irlikli funksional fazolar
va potensiallar nazariyasi bilan uzviy bog'liq. Adabiyotlarni tahlil gilish shuni ko‘rsatadiki, mazkur yo‘nalishning
rivojlanishida Levitan, Muckenhoupt, Stein, Kipriyanov, Triméche, Gadjiev, Aliev, Rubin, Guliyev, Bayrakchi va
boshqga olimlarning tadgiqotlari muhim o‘rin egallaydi.

I.LA. Aliev va B. Rubin Laplas-Bessel operatorining garmonik analizdagi xususiyatlarini o‘rganishda
fundamental natijalar olgan olimlar hisoblanadi. Ularning tadqiqotlarida Laplas-Bessel operatoriga mos sferik
garmonikalar nazariyasi ishlab chigilgan. Mualliflar klassik garmonik analizdagi Plancherel formulasi, Laplas
formulasi, Funk-Xekke formulasi, ko‘paytma formulasi va qo‘shish teoremasining Laplas-Bessel operatoriga
mos analoglarini olganlar. Shuningdek, Fourier-Bessel almashtirishining simmetrik xususiyatlari, silliq
funksiyalarning dekompozitsiyasi va umumlashgan konvolyutsiya operatorlari tadqiq etilgan. Mazkur natijalar
ko'p olchamli Bessel operatorlarining spektral va garmonik tabiatini tushunish uchun muhim nazariy asos
bo'lib xizmat qiladi.

I.A. Aliev va S.B. Uyhan-Bayrakchi Laplas-Bessel differensial operatori bilan bog‘liq Bessel potensiallarini
o‘rganishga katta hissa qo‘shgan. Ularning 2002-yildagi tadgiqotida Laplas-Bessel operatoriga mos Bessel
potensiallari uchun Balakrishnan-Rubin tipidagi aniq inversiya formulalari olingan. Tadgigotda B-metagarmonik
yarimgruppa kiritilib, uning asosiy xususiyatlari o‘rganilgan. Ushbu ish Laplas—Bessel operatorining spektral va
integral xususiyatlarini o‘rganish, xususan, operatorning funksional fazolardagi ta’sirini aniglash uchun muhim
ahamiyatga ega.

A. Eroglu, M.G. Hajibayov va A. Serbetci Laplas-Bessel operatoriga bog‘liq B-fraksion integrallar uchun
og'irlikli baholarni o‘rgangan. Ularning tadgiqotida B-Riesz potensiallari uchun ikki og'irlikli tengsizliklar olingan
va bu natijalar klassik Riesz potensiallari nazariyasidagi Heinig natijalarining Laplas-Bessel operatoriga mos
analogi sifatida garalgan. Tadgiqotda kabi og'irlikli Lebeg fazolari qo‘llanilgan. Bu esa Laplas-Bessel operatorini
o‘rganishda operatorning tabiiy og‘irlik funksiyasi muhim ahamiyatga ega ekanligini ko‘rsatadi.

S. Sezer, S. Bayrakchi, G. Yildiz va R. Kahraman Laplas-Bessel differensial operatori bilan bog'liq -BMO
fazolarini tadqiq gilgan. Mualliflar mazkur fazolarning xarakteristik xususiyatlarini aniglab, Jon-Nirenberg
tipidagi tengsizlikni isbotlaganlar hamda -Puasson integrali bilan -BMO funksiyalari o‘rtasidagi bog‘lanishni
o‘rganganlar. Ushbu natijalar Laplas—Bessel operatorining og'irlikli funksional fazolar nazariyasidagi o‘rnini
yanada mustahkamlaydi.

Shunday qilib, mavjud adabiyotlar tahlili shuni ko‘rsatadiki, olimlarning asosiy e’tibori Laplas—Bessel
operatorining garmonik analiz, potensiallar nazariyasi, Fourier-Bessel almashtirishlari, og‘irlikli Lebeg, Morrey
va BMO fazolaridagi xossalariga garatilgan. Birog ko‘p o‘lchamli Bessel operatorlariga asoslangan Laplas-
Bessel differensial operatorining formal o‘z-o0‘ziga qo‘shmaligi va bir jinslilik xossalarini birgalikda, operatorning
tabiiy og'irlik funksiyasi va masshtablash xususiyatlari bilan bog‘lig holda tizimli tadqiq etish alohida ilmiy
masala sifatida dolzarb bo‘lib golmoqgda.

TADQIQOT METODOLOGIYASI

Tadgiqotning asosiy maqgsadi - Laplas—Bessel operatorini qat’iy ta’riflash va uning xossalarini isbotlash
bo‘lgani sababli, ishda klassik matematik analiz va differensial tenglamalar nazariyasining quyidagi analitik
usullaridan foydalaniladi: (a) sferik koordinatalarga o‘tish va zanjir qoidasi asosida bevosita hisoblash usuli
(radial funksiyalar uchun Laplas operatorini Bessel operatoriga keltirishda); (b) vaznli gismlab integrallash
usuli, ya’ni B-Grin formulasini keltirib chigarish uchun qo‘llaniladigan vaznli divergensiya-gradient texnikasi; (c)
o‘zgaruvchilarni masshtablash (skeyling) usuli, operatorning bir jinslilik xossasini isbotlash uchun; (d) Furye-
Bessel (Hankel) integral almashtirishi va umumlashgan siljish operatoriga asoslangan usul, bu esa fundamental
yechim va Levitan kommutativlik teoremasi kabi chuqurroq natijalarni adabiyotlarga tayangan holda keltirish
uchun ishlatiladi. Quyida ushbu usullarni go‘llash uchun zarur bo‘lgan asosiy fazolar va belgilashlar keltiriladi.
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Butun maqgola davomida quyidagi belgilashlardan foydalanamiz. n, k € N, 1 < k < n bo'Isin va

R, ={x=(x,..,x)ER: x,>0,..,x >0}

ko' pXI| (yarim fazo) deb belgilanadi. y = (y,, ..., ¥,), ¥, > 0 - musbat parametrlar to'plami bo'lsin. R", , da
quyidagi vaznli o‘lchov kiritiladi:

dyy(x] =X X) e X dX,

bu yerda dx - R" dagi Lebeg o‘Ichovi.

1-ta’rif. 1 < p <« bo'lsin. R", , da aniglangan, o‘lchovli f funksiya uchun

1AL, = (R, , Ifx)P du (x))””

chekl| bo* Isa fe Lp, y(R" ,) deymiz. Lp,y(R"_,) - vaznli Lebeg fazosi deyiladi.

(0 (R" Jorqali R",  da barcha tartibli uzluksiz hosilalarga ega bo‘lgan va X,, ..., X, 0'zgaruvchilar bo‘yicha
juft (ya ni 61‘/6x i=1, .., k x, =0 da nolga aylanadigan) funksiyalar sinfini belgilaymiz. Bu shart - Bessel
operatorining x, = 0 nuqtadagi tabiiy chegara sharti bo‘lib, quyida ko‘rsatiladigan formal o‘z-o‘ziga qo‘shmalik
xossasi uchun zarurdir,

TAHLIL VA NATIJALAR

Ushbu bo‘limda tadqgigotning asosiy natijalari - Laplas—Bessel operatorining gat’iy ta’rifi hamda uning
algebraik va analitik xossalariga oid teorema, lemma va tasdiglar - to‘liq isbotlari bilan keltiriladi.

Bir o‘lchamli Bessel operatori

2-ta’rif. y > 0 bo'Isin. (0, «) da ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi f funksiya uchun

B, fix) := f(x) + (y/x) f(x) = (1/x") d/dx (x'f(x)) (3.1)

ifoda Bessel differensial operatori deyiladi.

(3.1) dagi ikkinchi tenglik oddiy hisoblash bilan tekshiriladi:

(1/xv) d/dx(x'f) = (1x)(yx'f + x'F) = (y/x) f +

Bessel operatorining klassik Laplas operatori bilan bog'ligligini quyidagi ma’lum faktda ko‘ramiz.

1-lemma. u(x) = f(|x]), x € R", |x| = r> 0 funksiya radial (sferik-simmetrik) bo‘lsin. U holda

Au(x) = £(r) + ((n = 1)) f(r) = B,_, fir).

Isbot. Sferik koordinatalarda r = |x]| = (2x2)"2 bo‘lganda, ar/ox, = x/r. Zanijir qoidasiga ko‘ra

ou/ox, = f(r) x/r,

o?u/ox? = f(r) x2Ir? + £(r)(1/r = xZIr’) = f(r) x2Ir* + £(r)(r* = x?)Ir°.

Bu ifodani i =1, ..., n bo'yicha yig'ib, 3 x? = r* ekanligidan foydalanib:

Au =3 u/ox? = f(r) - 1+ f(r) - (nr? = r)Ir* = f(r) + ((n = 1)/r) f(r).

Bu esa (3.1) ta'rifiga ko'ra B, _, f(r) ga teng. Lemma isbotlandi.

Bu lemma shuni ko‘rsatadiki, klassik Laplas operatori radial funksiyalar sinfida aynan bir o‘lchamli Bessel
operatoriga aylanadi, bunda y = n - 1 - fazo o‘lchamidan bir kam songa teng. Aynan shu kuzatish Laplas-Bessel
operatorini umumiy y > 0 uchun kiritish g‘oyasining tabiiy manbai hisoblanadi [1-4].

Ko'p o‘lchamli Laplas—Bessel operatori

3-ta'rif (Kipriyanov [1]). y = (y,, ..., ¥,), ¥, > 0 bo'lsin. R”, _ da aniglangan, CZ(R”M) sinfiga tegishli funksiya

uchun
Aux):=B, u+B u+--+B WUt 0U/Ox,, P+ e+ QPufOx P (3.2)
|foda Laplas " Bessel operaton (yok| K|pr|yanov operaton) deyiladi. |y| = y, + --- + y, songa operatorning

vazni deyiladi.

k = 0 (yoki barcha y, = 0) bo‘lganda A, klassik Laplas operatoriga aylanishi (3.2) dan bevosita ko‘rinadi,
ya'ni A, - A ning tabiiy singular umumlashmasidir.

Formal 0‘z-0'ziga qo‘shmalik

1-teorema (B-Grin formulasi). u, v € C? (R” ») N C'(cl R",,) funksiyalar mos ravishda tez kamayuvchi (finit
tayanchli yoki cheksizlikda yetarlicha tez nolga |nt|Iuvch|) bo* Ism U holda

1) R (Apw) vdp (x) = —fR“ky NuVvdp (x) = ) R u (A,v) dp (). .

Isbot. Avval bitta i < k o'zgaruvchi bo‘yicha ko‘ramiz. Bir o‘lchamli gismiy integrallash formulasini x vazn
bilan go‘llaymiz:

[y (B,,,u) v x)dx, = | *0/0x(x'du/dx,) v dx.

lemlab mtegrallab (chegara hadlari u, v ning tez kamayuvchanligi va C”V sinfiga tegishliligi— ya'ni x, = 0
da xYu(x) — 0 sharti - tufayli yo‘qoladi):

= [xVuvl®, = |,“xYuvidx, = =] “xY(ou/ox)(ov/ox) dx.

i>k ozgaruvch|lar uchun bu — odatdagi Gr|n formulasi bo‘lib (vaznsiz, ya’'ni y = 0 xususiy hol sifatida),
xuddi shunday natija beradi. Barcha i = 1, ..., n bo‘yicha qo‘shib va R, dagi golgan o‘zgaruvchilar bo‘yicha
integrallab,



N\

2026-yil, sentyabr. Ne 9-son MUHANDISLIK VA IQTISODIYOT

R, (Agu)v du, = =IR", .5 (Bu/dx)(@v/ex) du, = =[Vu-Vv du

hosn bo ladi. Bu ifoda u va v ga nisbatan S|mmetr|k bo‘lgani uchun, xuddi shu jarayonni teskari tartibda
takrorlab, o‘'ng tomondagi ifoda o'sha integralga ham tengligini olamiz. Teorema isbotlandi.

1-natija (formal oz-o'ziga qo'shmalik). A, operatori L2,y(R" ,) fazosida, mos chegara shartlarini
ganoatlantiruvchi funksiyalar sinfida, formal 0‘z-o0‘ziga qo‘shma operatordir:

(Agu, V), = (U, A V)0

Bundan tashqari, u = vholda (Agu, uy=-llvul® , ,S 0 bo'lib, bu -A, operatorining musbat (yarim aniglangan)
ekanligini bildiradi - bu klassik -A operatorining mos xossasining to‘g‘ridan-to‘g‘ri umumlashmasidir.

Bir jinslilik xossasi

1-tasdiq. Ixtiyoriy A > 0 va u funksiya uchun u,(x) := u(Ax) desak,

Ag(u,)(x) = A(Au)(Ax).

Isbot au,/ox, = A (u/ox)(Ax), d?u,lox? = A(9*u/ox?)(Ax). i < k uchun B,  operatorining ta'rifiga ko'ra:

B, . A(x) A2(62u/6x2)(/\x) + (y/x) (8u/6x)()\x)

= A¥(Q?u/ox?)(Ax) + (v/(Ax))(Qu/ox )(AX)] = A(B,, u)(Ax),

bunda y=Ax.i>k uchun ham xuddi shunday Az(azu/ayZ)(Ax) chigadi. Yig‘indini olsak, tasdiq isbotlanadi.

Bu xossa A operatorining 2-darajali bir jinsli (gomogen) differensial operator ekanligini, ya'ni klassik
Laplasianning bir jinslilik darajasini saqglab golishini ko‘rsatadi.

Umumlashgan siljish operatori bilan bogliglik

A, operatorining eng muhim analitik xossalaridan biri uning B.M. Levitan tomonidan kiritiigan umumlashgan
siljish (generalized translation yoki Delsart siljishi) operatori 7 bilan kommutativligidir [3, 4]. Bir o'lchamli holda
T operatori quyidagi integral ifoda orqali aniglanadi:

7 f(x) = ¢, J,"f(N(x? + y? = 2xy cos 6)) sin"'6 d, 4.1)

bu yerda c, = = T((y + 1)/2)/(Nm T(y/2)) - normallashtiruvchi konstanta bolib, 7' 1 =1 shartidan aniglanadi.
(4.1) ifodasi kla33|k siljish operatori f(x) - f(x + y) ning “sferik o‘rtacha” ma’nosidagi tabuy umumlashmasi bo'lib,
y = n - 1 xususiy holda u n-o‘lchamli sferada olingan o‘rtacha giymatga mos keladi.

2-teorema (Levitan [3]; gqarang [4]). TV, operatori BV]X operatori bilan kommutativdir:

B, (T.f)=T/(B,0.

Ushbu teorema — asosiy vosita bo'lib, uning yordamida A ga bog‘lig umumlashgan konvolyutsiya,
Furye—Bessel almashtirishi (Hankel almashtirishi) va Riss—Bessel potensiallari nazariyasi quriladi [4-6]. Ushbu
magqola doirasida biz (4.1) va 2-teorema natijalarini qat’iy isbotlamasdan, adabiyotga [3, 4] havola gilgan holda
keltiramiz, chunki ularning to‘liq isboti Bessel funksiyalarining additiv teoremasiga asoslangan bo‘lib, alohida
tadqgiqot mavzusi darajasidadir.

Fundamental yechim. A, operatorining fundamental yechimi masalasi ilk marta I.A. Kipriyanov va
uning maktabi tomonidan o‘rganilgan [1], so‘ngra L.N. Lyakhov va uning hammualliflari tomonidan to‘liq
umumlashtirilgan [8, 9]. Klassik Laplas operatoridan fargli o'laroq, A, operatorining fundamental yechimi ikkita
xarakterli singulyarlikka ega bo‘ladi: birinchisi - klassik holdagidek x = 0 nuqtada, ikkinchisi esa - |x| = |y]
konusida (bu ikkinchi singulyarlik operatorning singular koeffitsientli ekanligi bilan bog'liq bo'lib, fagat y > 0
bo‘lgan holatlarga xosdir) [8].

Anigrod‘i, quyidagi natija o'rinli:

3-teorema ([8, 9], qisqartirilgan bayoni). |y| =y, + --- + y,, N=n + |y| bo'lsin. U holda R", , yarim fazoda A
operatorining EV(x, y) fundamental yechimi mavjud bo'lib, u quyidagi shartlarni ganoatlantiradi:

(i) Az E (x, y) = 0 barcha x # y uchun (umumlashgan siljish ma'nosida, x = y nuqtada singulyarlik hosil
bo‘ladi);

(i) x > y da Ey(x, y) ~ ¢,|x = yI* (N > 2 bo‘lganda), klassik Laplas operatorining fundamental yechimiga
o‘xshash tarzda;

(iif) bundan tashgqari, EV funksiya Bessel funksiyalari orgali ifodalanadigan qo‘shimcha singulyarlikka |x| =
|yl to‘plamda ega bo‘ladi.

Bu natijaning to'liq isboti Furye-Bessel (Hankel) almashtirishi va (4.1) umumlashgan siljish operatoridan
foydalanishga asoslanadi; batafsil isbot [8, 9] da keltirilgan.

Yuqorida keltirilgan natijalar Laplas—Bessel operatorining klassik Laplas operatoriga nisbatan tutgan
o‘rnini va undan farglarini aniq ko‘rsatadi. 1-lemma shuni tasdiglaydiki, A operatori sun’iy umumlashma emas,
balki klassik Laplas operatorining radial funksiyalar sinfidagi tabiiy tarkibiy gismidir; shu bois uning xossalari
(1-teorema, 1-natija, 1-tasdiq) klassik Laplas operatorining mos xossalarini aynan takrorlaydi, fagat vaznli
oflchov du ishtirokida. Bu - operator nazariyasining ichki izchilligini ko‘rsatadi: -A operatorining musbatligi
(1-natija) klassik potensiallar nazariyasidagi barcha asosiy energetik baholarni vaznli holga o‘tkazish imkonini
beradi.

Tenglamalar nazariyasidagi tatbiglar

A, operatori asosida Kipriyanov [1] quyidagi tenglamalar sinflarini kiritdi:

B
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B-elliptik tenglama: A, u = f(x), yoki umumiyroq holda A u + c(x)u = f(x);

B-parabolik tenglama: du/dt = A u + f(x, t) - singular issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasi, aksial-simmetrik
issiglik jarayonlarini tavsiflaydi;

B-giperbolik tenglama: d?u/o? = A u + f(x, t) - jumladan, klassik Eyler-Puasson-Darbu tenglamasi ham
ushbu sinfning xususiy holidir.

Bu tenglamalar sinfi doirasida chegaraviy va boshlang‘ich-chegaraviy masalalarning qo‘yilishi, yechimning
mavijudligi, yagonaligi va sifat xossalari (maksimum prinsipi, energetik baholar, vaznli Sobolev fazolarida ilova
teoremalari) [1, 5, 6] da batafsil o‘rganilgan. 1-teoremada isbotlangan B-Grin formulasi aynan shu tenglamalar
uchun zaif (variatsion) yechim tushunchasini kiritish va energetik metod bilan mavjudlik-yagonalik teoremalarini
isbotlash uchun asosiy vosita bo‘lib xizmat giladi.

Fundamental yechim va garmonik tahlildagi o‘rni. 3-teoremada gayd etilgan ikkilamchi singulyarlik hodisasi
(nafagat x = y nugtada, balki |x| = |y| konusida ham) - Laplas-Bessel operatori nazariyasini klassik potensiallar
nazariyasidan ajratib turuvchi eng muhim sifat farqidir. Aynan shu hodisa operatorga bog'liq Riss—Bessel
potensiallari, singular integrallar va Hankel almashtirishi nazariyasining o‘ziga xos, ancha murakkab tuzilishga
ega bo‘lishiga sabab bo‘ladi [5, 6]. 2-teoremada keltirilgan umumlashgan siljish operatori bilan kommutativlik
xossasi esa aynan ushbu giyinchilikni yengishning asosiy vositasi hisoblanadi: u klassik Furye garmonik
tahlilining ko‘p natijalarini (masalan, konvolyutsiya, ko‘paytiruvchilar nazariyasi) Laplas-Bessel operatoriga
mos “B-garmonik tahlil” holiga umumlashtirish imkonini beradi.

Shuni ta’kidlash lozimki, ushbu maqolada keltiriilgan 1-teorema va 1-tasdiq mustaqil ravishda toliq
isbotlangan bo‘lsa-da, 2- va 3-teoremalar (Levitan kommutativlik xossasi va fundamental yechim mavjudligi)
0'z tabiatiga ko‘ra ancha chuqur natijalar bo‘lib, ularning to‘liq isboti maxsus integral almashtirishlar apparatini
talab qiladi va shu sababli adabiyotga tayanilgan holda keltirildi. Bu - ilmiy maqolalarda odatiy holat bo'lib,
yangi natijalarni mavjud fundamental teoremalar zaminida qurish tamoyiliga mos keladi.

XULOSA VA TAKLIFLAR

Ushbu maqolada Laplas—Bessel operatorining qat’iy ta’rifi keltirildi va uning bir necha asosiy xossasi -
klassik Laplas operatori bilan bog'ligligi (1-lemma), formal 0‘z-0‘ziga qo‘shmalik (1-teorema va 1-natija) hamda
bir jinslilik (1-tasdiq) - to‘liq isbotlari bilan bayon qilindi. Bundan tashqari, operatorning umumlashgan siljish
operatori bilan bog‘ligligi, fundamental yechimi va u asosida qurilgan B-elliptik, B-parabolik va B-giperbolik
tenglamalar sinflari hagida umumiy nazariy sharh berildi. Keltiriigan natijalar Laplas—Bessel operatori
nazariyasining zamonaviy singular differensial tenglamalar va garmonik tahlil sohalarida tutgan markaziy
o'rnini ko‘rsatadi.
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