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Annotatsiya. Ushbu maqolada idempotent o‘lchovlar simpleksida aniqlangan chiziqli operatorlarning dinamikasi ekologik 
tizimlarni modellashtirishda qo‘llanilishi o‘rganiladi. Idempotent matematika asosida “maksimum-qo‘shish” (max-plus) 
algebrasi yordamida populyatsiyalararo munosabatlar, resurs taqsimoti va ekologik muvozanat holatlari modellashtiriladi. 
Operatorlarning ikki sinfi — nol qatorli (degenerativ) va permutatsion (siklik) xaritalar — ekologik jarayonlarning turli xil 
ssenariylarini ifodalaydi. Har bir teorema uchun batafsil, qadam-baqadam isbotlar keltirilgan. Aniq misollar — Orolbo‘yi 
mintaqasidagi turlararo munosabatlar va suv resurslarini taqsimlash masalalari asosida tahlil qilinadi. Olingan natijalar 
ekologik tizimlarning barqarorligini bashorat qilish va optimallashtirish masalalarida qo‘llanilishi mumkin.

Kalit so‘zlar: idempotent o‘lchovlar, chiziqli operatorlar, dinamik tizimlar, ekologik modellashtirish, populyatsiya dinamikasi, max-
plus algebra, barqarorlik.

Abstract. This article explores the application of the dynamics of linear operators defined on the simplex of idempotent measures in 
modeling ecological systems. Based on idempotent mathematics and using “max-plus” algebra, interspecies relationships, resource 
distribution, and states of ecological balance are modeled. Two classes of operators — zero-row (degenerative) and permutational 
(cyclic) maps — represent various scenarios of ecological processes. Detailed step-by-step proofs are provided for each theorem. 
Specific examples, such as interspecies relationships in the Aral Sea region and water resource distribution issues, are analyzed. The 
results obtained can be applied to predicting the stability of ecological systems and solving optimization problems.

Keywords: idempotent measures, linear operators, dynamic systems, ecological modeling, population dynamics, max-plus algebra, 
stability.

Аннотация. В данной статье исследуется применение динамики линейных операторов, определённых на симплексе 
идемпотентных мер, в моделировании экологических систем. На основе идемпотентной математики с использованием 
алгебры «max-plus» моделируются межвидовые отношения, распределение ресурсов и состояния экологического равновесия. 
Два класса операторов — нулевые (дегенеративные) и перестановочные (циклические) отображения — представляют 
различные сценарии экологических процессов. Для каждой теоремы приведены подробные пошаговые доказательства. 
Проведён анализ на основе конкретных примеров — межвидовых отношений в регионе Приаралья и вопросов распределения 
водных ресурсов. Полученные результаты могут быть использованы в прогнозировании устойчивости экологических систем 
и задачах оптимизации.

Ключевые слова: идемпотентные меры, линейные операторы, динамические системы, экологическое моделирование, 
динамика популяций, max-plus-алгебра, устойчивость.

 K I R I S H 
          Ekologik tizimlarni matematik modellashtirish zamonaviy fanning dolzarb yo‘nalishlaridan biridir. Populyatsiyalar 

sonining o‘zgarishi, turlararo raqobat, yirtqich-o‘lja munosabatlari va resurslarni taqsimlash kabi jarayonlar ko‘pincha 
chiziqli va nochiziqli differensial tenglamalar orqali ifodalanadi. Biroq bunday modellar ko‘p hollarda murakkab bo‘lib, 
ularni soddaroq, ammo samarali algebraik tuzilmalar bilan almashtirish mumkin.

Idempotent matematika (max-plus algebra) an’anaviy arifmetik amallarni — qo‘shish o‘rniga maksimum, 
ko‘paytirish o‘rniga qo‘shish amallari bilan almashtiradi. Bu yondashuv optimallashtirish masalalarida, diskret hodisali 
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tizimlarda va dinamik dasturlashda keng qo‘llaniladi [1, 3].

M A V Z U G A  O I D  A D A B I Y O T L A R  S H A R H I
Rozikov va Karimov [2] tomonidan idempotent o‘lchovlar simpleksini o‘ziga aks ettiruvchi barcha chiziqli 

operatorlarning to‘liq tasnifi berilgan. Ushbu ishda biz mazkur nazariy natijalarni ekologik tizimlarga tatbiq 
qilamiz. Xususan:

populyatsiyalararo munosabatlarni idempotent chiziqli operatorlar bilan ifodalaymiz;
operatorlarning ikki sinfi — degenerativ (nol qatorli) va siklik (permutatsion) — ekologik jarayonlarning turli 

xil rejimlarini modellashtiradi;
har bir teorema uchun batafsil, qadam-baqadam isbotlar keltiriladi;
O‘zbekistonning Orolbo‘yi mintaqasidagi ekologik muammolar misolida qo‘llanilishi ko‘rsatiladi.

T A D Q I Q O T  M E T O D O L O G I YA S I
Ushbu tadqiqotda idempotent o‘lchovlar simpleksida aniqlangan chiziqli operatorlarning dinamik xossalari 

va ularning ekologik jarayonlarni modellashtirishdagi qo‘llanilishi o‘rganiladi. Tadqiqotning nazariy asosini 
idempotent matematika, simpleks nazariyasi hamda dinamik tizimlar tashkil etadi.

Tadqiqot jarayonida avvalo idempotent o‘lchovlar simpleksining matematik modeli aniqlanadi va unda ta’sir 
qiluvchi chiziqli operatorlarning algebraik hamda topologik xossalari tahlil qilinadi. Operatorlarning statsionar 
nuqtalari, invariant holatlari va uzoq muddatli dinamikasi analitik usullar yordamida tekshiriladi.

Ekologik modellashtirish bosqichida populyatsiyalar o‘rtasidagi o‘zaro ta’sir, resurslar taqsimoti va ekotizim 
barqarorligi kabi jarayonlar matematik operatorlar orqali ifodalanadi. Modellarning samaradorligi maxsus 
misollar va sonli tajribalar yordamida baholanadi. Hisoblash tajribalarida iteratsion usullar va grafik tahlil 
metodlaridan foydalaniladi.

Olingan natijalar asosida idempotent operatorlar yordamida ekologik tizimlarning evolyutsiyasi, barqarorligi 
hamda muvozanat holatlarini prognoz qilish imkoniyatlari aniqlanadi.

Ta’rif. Idempotent o‘lchovlar simpleksi deb quyidagi to‘plamga aytiladi:

 { }1 2 max 1( , , , ) : max 0 ,n
n n i n iI x x x x≤ ≤= … ∈ =�

bu yerda  max { }= ∪ −∞� �  va amallar quyidagicha aniqlanadi:

max( , ), .x y x y x y x y⊕ = ⊗ = +

          Ekologik talqini:  ix  – i  -tur populyatsiyasining “salbiy holat darajasi”.  0ix =  – tur optimal 

(maksimal) holatda,  0ix < – tur sonining kamayish tendensiyasi,  ix = −∞  – turning butunlay yo‘qolishi.

Teorema. (Asosiy tasnif teoremasi).  , 1( )n
ij i jA a ==  chiziqli operator nI   ni o‘ziga aks ettiradi, agar va faqat 

agar quyidagi shartlardan biri bajarilsa:

1. Degenerativ sinf:  0ija ≥  va A   matritsada kamida bitta nol qator mavjud.

2. Permutatsion sinf:  0ija ≥  va  A  matritsaning har bir qatori va har bir ustunida aniq bitta noldan farqli 
element mavjud.

Isbot:  Yetarlilik, 1-sinf (degenerativ):

1. Faraz qilaylik, A   matritsaning 0i  -qatori nol, ya’ni 
0

0i ja =   barcha  j  uchun.

2. Ixtiyoriy  nx I∈  olamiz. U holda  
0 0

0i i j j
j

y a x= =∑ .

3. Qolgan  0k i≠  qatorlar uchun: 0k kj j
j

y a x= ≤∑  , chunki 0kja ≥   va  0jx ≤ .

4. nx I∈   ekanligidan kamida bitta indeks  0j  uchun 
0

0jx =  . Agar 
0

0kja >  bo‘lgan k   mavjud bo‘lsa, u 

holda 0ky =  .

5. Shunday qilib, max 0i iy =   va ny I∈  .
Yetarlilik, 2-sinf (permutatsion):
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1. Har bir qator va ustunda aniq bitta noldan farqli element bor. U holda  nSπ ∈  permutatsiyasi mavjudki,   

, ( ) 0i ia π >
 
va qolganlari nol.

2. , ( ) ( )i i i iy a xπ π=  .

3. 0jx ≤   va , ( ) 0i ia π >   dan 0iy ≤  .

4. nx I∈   bo‘lgani uchun kamida bitta  0j  uchun  
0

0jx = . U holda  1
0 0( )i jπ −=  uchun  

0
0iy = .

5. Demak, ny I∈  .
         Zarurlik: Faraz qilaylik, (1) va (2) shartlar bajarilmasin. U holda uch holatdan biri yuz beradi:
- Holat (a): Barcha qatorlar noldan farqli va biror qatorda kamida ikkita noldan farqli element bor.
- Holat (b): Har bir qatorda aniq bitta noldan farqli element bor, lekin biror ustunda bir nechta noldan farqli 

element bor (ya’ni π   permutatsiya emas).

- Holat (c): Biror  0ija <  mavjud.

Har bir holatda shunday  nx I∈  tanlash mumkinki,  ( ) nA x I∉  bo‘ladi. Masalan, (c) hol uchun:  0ija <  

bo‘lsin. 1jx = −   va boshqa  0kx =  ( k j≠ ) tanlaymiz. U holda  ( 1) 0i ijy a= ⋅ − >  bo‘lib, max 0iy >   va 

ny I∉  . 
Bu qarama-qarshilik teoremaning zarurligini isbotlaydi.

Teorema. (Permutatsion operatorlarning guruh xususiyati). 2-sinf operatorlari  nS  permutatsiyalar guruhiga 

izomorf. Ya’ni, har bir Aπ   matritsasi uchun

 ,A A Aπ τ τ π°=  va  { : }nG A Sπ π= ∈  to‘plam ko‘paytirish amaliga nisbatan guruh tashkil qiladi.

T A H L I L  V A  N A T I J A L A R

Isbot. 1. (2) sinf shartiga ko‘ra, har bir i   qatorda yagona ( )j iπ=   uchun , ( ) 0i ia π >  . Shuning uchun 

, ( ) ( )( )i i i iA x a xπ π π=  .
2. Ikki operatorning ko‘paytmasini hisoblaymiz:

  
1

( ) ( ) ( ) .
n

ij ik kj
k

A A A Aπ τ π τ
=

= ∑   

3.  ( )ikAπ  faqat   ( )k iπ=  da noldan farqli. U holda  , ( ) ( ),( ) ( )ij i i i jA A a Aπ τ π τ π= .

4. ( ),( ) i jAτ π   esa faqat  ( ( ))j iτ π=  da noldan farqli.

5. Demak,  ( ) 0ijA Aπ τ =  agar  ( ( ))j iτ π≠  va  , ( ) ( ), ( ( ))i i i ia bπ π τ π=  aks holda.

6. Bu esa  Aτ π°  operatorining ta’rifiga to‘liq mos keladi. Chunonchi, A A Aπ τ τ π°=  .
7. Guruh aksiomalari:

   - Birlik element:   idA  (bu yerda id – ayniyat permutatsiya).

   - Teskari element:  1A
π − .

   - Assotsiativlik: °   assotsiativ.
   Demak, G   – guruh. 
Qo‘zg‘almas nuqtalar. Teorema. (1-sinf operatorining qo‘zg‘almas nuqtalari). 1-sinf operatori uchun (nol 

qatorlar soni  ), barcha qo‘zg‘almas nuqtalar to‘plami

0, 0{ : 0, 1, , }n n n jT x I x j n n= ∈ = = + …  
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to‘plamida yotadi. Agar  det( ) 0B I− ≠  bo‘lsa ( 0 0 nB n n×  minor), yagona qo‘zg‘almas nuqta   dir.

  Isbot: 1. ( )A x x=   tenglamasini yozamiz.

2. Nol qatorlarga mos keluvchi  0i n>  indekslar uchun 0 ij j i
j

a x x= =∑  . Shuning uchun 0ix =  .

3. Qolgan 01, ,i n= …   indekslar uchun sistema  Bx x=  ko‘rinishiga keladi, bu yerda  0
, 1( )n

ij i jB a == .

4.  ( ) 0B I x− =  sistemani qaraymiz.

5. Agar det( ) 0B I− ≠  bo‘lsa, sistema faqat trivial  0x =  yechimga ega.

6. Shunday qilib, yagona qo‘zg‘almas nuqta (0, ,0)…  .

Teorema. (2-sinf operatorining qo‘zg‘almas nuqtalari). nSπ ∈   permutatsiyasi uzunliklari 1 2, , , qk k k…   
bo‘lgan sikllarga ajralsin ( q  – sikllar soni). U holda:

- Agar har bir sikl uchun 
( 1),

1

1
p

ps p s

k

i i
s

a
+

=

≠∏   bo‘lsa, yagona qo‘zg‘almas nuqta (0, ,0)…  .

- Agar p   ta sikl uchun ko‘paytma 1 ga teng bo‘lsa, p   ta erkin parametrga bog‘liq cheksiz ko‘p qo‘zg‘almas 
nuqtalar mavjud (qolgan q p−   sikl nolga teng).

Isbot: 1.  π  permutatsiyasining bir siklini  1 2( , , , )ki i i…  ko‘rinishida yozamiz.

2. ( )A x x=   tenglamasi sikl ichida quyidagi ko‘rinishga ega:

    
1 1 2 2 2 2 3 3 1 1

, , , .
k ki i i i i i i i i i i ix a x x a x x a x= = … =

3. Birinchi tenglamaga ikkinchisini, uchinchisini va hokazolarni ketma-ket qo‘yib chiqamiz:

   
1 1 2 2 3 1 1

( ) .
ki i i i i i i ix a a a x=   

4. Ko‘paytmani 
1

1
s s

k

i i
s

c a
+

=

=∏   bilan belgilaymiz (bu yerda 1 1ki i+ =  ).

5. Agar  1c ≠  bo‘lsa, u holda 
1

0ix =   va ketma-ketlikda 
2 3

0
ki i ix x x= = = =  .

6. Agar 1c =   bo‘lsa, 
1i

x   erkin parametr bo‘lib, qolganlari  
2 2 3 3

1
i i i ix a x−=  va hokazo orqali ifodalanadi 

(teskari element mavjud, chunki 0ija >  ).
7. Sikllar mustaqil bo‘lgani uchun, agar  p  ta siklda ko‘paytma 1 ga teng bo‘lsa,  p  ta erkin parametr 

mavjud.
8. Qolgan  q p−  sikl nolga teng, chunki ular bo‘yicha ko‘paytma 1 dan farqli. 
        Dinamik xususiyatlar. Teorema: (1-sinf uchun trayektoriya konvergensiyasi). A   1-sinf operatori va 

0
, 1( )n

ij i jB a ==    minorining spektral radiusi  ( ) 1Bρ <  bo‘lsa, har qanday  (0)
nx I∈  uchun ( )lim (0, ,0)m

m
x

→∞
= …  

. Agar  ( ) 1Bρ >  bo‘lsa, trayektoriya  −∞  ga divergensiya qiladi (ba’zi turlar yo‘qoladi).
Isbot: 1. 1-sinf operatorida nol qatorlarga mos komponentalar bir qadamda nolga aylanadi va shunday 

qoladi.

2. Qolgan  0n  o‘lchovli sistema  ( 1) ( )m mx Bx+ =  ko‘rinishiga keladi, bu yerda B   –  0 0n n×  minor.

3. Chiziqli sistemaning yechimi  ( ) (0)m mx B x= .

4. Agar  ( ) 1Bρ <  bo‘lsa,  0mB →  (noldan iborat matritsa). Shuning uchun  .

5. Agar ( ) 1Bρ >  bo‘lsa, kamida bitta xos qiymat λ   modul bo‘yicha 1 dan katta. U holda (0)mB x   ning 

mos komponentasi  | |mλ  kabi o‘sadi.
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6.  0ix ≤  bo‘lgani uchun o‘suvchi komponenta −∞   ga intiladi (salbiy qiymat modul bo‘yicha oshadi).
7. Bu turning yo‘qolishini anglatadi. 

Teorema. (Graf va sikllar).  A  2-sinf operatoriga mos keluvchi  AG  yo‘naltirilgan grafini qaraymiz (uchlar  

{1, , }n… , qirralar ( , )i j   agar 0jia >   bo‘lsa). Agar  AG  da sikllar mavjud bo‘lmasa, u holda yetarlicha katta   

m n≥  uchun  ( )mx  vektorda −∞   komponenta bo‘lmaydi. Agar sikl mavjud bo‘lsa,  −∞  komponenta sikl 
bo‘ylab davriy harakat qiladi va hech qachon yo‘qolmaydi.

Isbot: 1. Agar  (0)x  da biror 
0i

x = −∞  bo‘lsa, u keyingi iteratsiyalarda qirralar bo‘ylab tarqaladi.

2. Aniqrog‘i, agar  0jia >  bo‘lib,  ix = −∞  bo‘lsa, u holda   j jk k
k

y a x=∑
 
da ji ia x = −∞   qo‘shiluvchisi 

(idempotent qo‘shishda –∞ boshqa sonlar bilan maksimumda hisobga olinmaydi. Shu bois ushbu 
komponentaning keyingi iteratsiyalardagi ta’siri yo‘naltirilgan grafdagi yo‘llar va sikllar orqali aniqlanadi

Aniqrog‘i, max-plus algebrasi bo‘yicha c c−∞⊕ = . Shu bois ushbu  −∞  komponenta “yo‘qoladi” – u 
maksimumga ta’sir qilmaydi. Lekin bizning modelimizda x  vektori – ma’lumotlarni uzatish ma’nosida, –∞ 
fenomeni muhim.

3. Sikl mavjud bo‘lmasa, eng uzun yo‘l uzunligi  L n≤  (chunki n ta uch va takrorlanmaslik).
4. L qadamdan so‘ng, –∞ komponentaning boshqa uchlarga ta’siri kuzatilmaydi va keyingi iteratsiyalarda 

uning ta’siri yo‘qoladi.
5. Agar sikl mavjud bo‘lsa, –∞ sikl bo‘ylab harakatlanadi va uni tark etmaydi. 
Ekologik modellashtirishga tatbiq. Populyatsiyalararo munosabatlar modeli: Model tuzilishi n   turdan 

iborat ekosistemani qaraymiz. ( )m
ix   – i  -tur “holat salbiy darajasi” (0 – optimal, manfiy – kamayish). Turlararo 

munosabatlar A   operatori orqali ifodalanadi:

 ( 1) ( )( ), ( ) max ( ).m m
i j ij jx A x A x a x+ = = +

Ekologik interpretatsiya:

- 0ija >  – j  -turning i  -turga ijobiy ta’siri (masalan, simbioz, oziq-ovqat bazasi).

-  0ija <  – salbiy ta’sir (masalan, raqobat, yirtqichlik).

- 0ija =   – ta’sir yo‘q.

-  ija = −∞  (yoki juda kichik manfiy) – ta’sir ahamiyatsiz.

Degenerativ (1-sinf) modellar – “dominant tur” modeli. Teoremaga asosan: Agar A   da kamida bitta nol 

qator bo‘lsa (bir tur boshqalarga ta’sir qilmaydi), u holda barqarorlik  ( ) 1Bρ <  sharti bilan aniqlanadi.

Misol 1 (Orolbo‘yi qumloq hududi ekosistemasi). 3 tur:  

1x   – saksovul (dominant),  2x  – yulg‘un,  3x  – efemer o‘simliklar.

Trayektoriya: (1) (2)( 0.38, 0.34,0), ( 0.316, 0.262,0), (0,0,0)x x= − − = − − …→   

Tahlil:  ( ) 0.9 1Bρ = <  – sistema barqaror. Saksovul va yulg‘un o‘rtasidagi munosabatlar muvozanatga 
keladi. Efemerlar esa saksovulga bog‘liq emas (uchinchi qator nol) va ularning populyatsiyasi muvozanatda.

 Permutatsion (2-sinf) modellar – “siklik” ekosistemalar
Yuqoridagi teoremalarga asosan: Turlar o‘rtasida siklik munosabat mavjud (a: A B→   , B C→   , 

(0)

0.5 0.3 0.2
0.4 0.6 0.1 , ( 0.5, 0.3,0)
0 0 0

A x
 
 = = − − 
 
 
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C A→  ).

Misol 2 (Yirtqich-o‘lja sikli). 3 tur: 1x   – tulki (yirtqich), 2x   – quyon (o‘lja), 3x   – o‘t (oziq).

Ko‘paytma 13 32 21c a a a=  .
- Agar  1c <  bo‘lsa → barqaror muvozanat (0,0,0).

X U L O S A  V A  T A K L I F L A R
  Ushbu maqolada idempotent o‘lchovlar simpleksida aniqlangan chiziqli operatorlarning dinamikasi 

ekologik tizimlarga tatbiq qilindi. Quyidagi asosiy natijalarga erishildi:
1.	 Chiziqli operatorlarning ikki sinfi — degenerativ (nol qatorli) va permutatsion (siklik) — ekologik 

jarayonlarning ikki xil rejimini, ya’ni dominant tur va siklik munosabatni ifodalaydi.
2.	 Har bir teorema uchun batafsil, qadam-baqadam isbotlar keltirildi, bu esa modelni amaliyotda qo‘llash 

uchun zarur nazariy asosni beradi.
3.	 Orolbo‘yi mintaqasi ekotizimi, yirtqich-o‘lja sikli va suv resurslarini taqsimlash misollarida modelning 

amaliy ahamiyati ko‘rsatildi.
4.	 Spektral radius (<1 yoki >1) va sikllardagi ko‘paytma (c) tizim barqarorligining asosiy mezonlari sifatida 

aniqlangan.
Kelgusida ushbu yondashuvni nochiziqli (kvadratik va kubik) operatorlarga kengaytirish, stoxastik omillarni 

qo‘shish va real ekologik monitoring ma’lumotlari asosida parametrlarni identifikatsiya qilish rejalashtirilgan.
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 
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