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REKURSIV FUNKSIYA YORDAMIDA 
TAKOMILLASHTIRILGAN TUBLIKKA SINASH 
ALGORITMI

Mardiyev Ulugbek Rasulovich
Muhammad al-Xorazmiy nomidagi 
Toshkent axborot texnologiyalari universiteti
Kriptologiya kafedrasi tadqiqotchisi
Email: ulugbekmardiyev@gmail.com

Annotatsiya. Axborotni himoyalashda eng samarali usullardan biri kriptografik usullardir. Ma’lumotlarni kriptografik 
himoyalashda kriptografik algoritmlarning asosiy parametrlaridan biri tub sonlarni generatsiya qilishdan iborat. Tub 
sonlarni generatsiyalashda ularni tublikka tekshirish asosiy bosqichlardan hisoblanadi. Ushbu maqolada sonlarni tublikka 
sinovchi Rabin–Miller algoritmining rekursiv funksiya yordamida takomillashtirilgan varianti keltirilgan.

Kalit so‘zlar: Rekursiv funksiya, tub sonlar, Rabin–Miller.
Abstract. One of the most effective methods of information security is cryptographic techniques. In cryptographic data 
protection, one of the main parameters of cryptographic algorithms is the generation of prime numbers. During prime 
number generation, primality testing is considered one of the key stages. This paper presents an improved version of the 
Rabin–Miller primality testing algorithm using a recursive function.

Keywords: recursive function, prime numbers, Rabin–Miller.
Аннотация. Одним из наиболее эффективных способов защиты информации являются криптографические 
методы. В криптографической защите данных одним из основных параметров криптографических алгоритмов 
является генерация простых чисел. При генерации простых чисел проверка их на простоту считается одним из 
ключевых этапов. В данной статье представлен усовершенствованный вариант алгоритма Рабина–Миллера для 
проверки чисел на простоту с использованием рекурсивной функции.

Ключевые слова: рекурсивная функция, простые числа, Рабин–Миллер.

K I R I S H
Ochiq kalitli kriptotizimlarda algoritmlarning asosiy parametrlari tub bo‘lishi muhim hisoblanadi, shu nuqtayi 

nazardan tub sonlarni generatsiya qilishda ularning tubligini aniqlash muhim bosqichlardan sanaladi. Barcha 
mavjud tublikka sinash algoritmlarini uchta katta sinfga bo‘lish mumkin [1]:

• bir tomonlama xatoga ega ehtimollik algoritmlari;
• bajarilish vaqti ehtimollik bo‘lgan algoritmlar;
• aniqlashtirilgan algoritmlar.
Aniqlashtirilgan testlar sonning tub yoki tub emasligi haqida aniq javob qaytarsa-da, ushbu turdagi 

testlardan amaliyotda kam foydalaniladi, chunki bu testlar algoritm murakkabligi bois sekin ishlaydi.
Ehtimolli testlar — bu sinov natijasi yetarlicha katta ehtimollik bilan haqiqiy bo‘ladi. Bitta son uchun turli 

parametrlar bilan ularning ko‘p martalik takrorlanishi xatolik bo‘lishi ehtimolligini yetarlicha kichik qiymatga 
tushirish imkonini beradi.

M A V Z U G A  O I D  A D A B I Y O T L A R  S H A R H I
Tub sonlarni aniqlash masalasi sonlar nazariyasi va algoritmik matematikaning fundamental yo‘nalishlaridan 

biri bo‘lib, u kriptografiya, axborot xavfsizligi hamda yuqori unumli hisoblash tizimlarida muhim ahamiyat kasb 
etadi. Ushbu yo‘nalishda olib borilgan tadqiqotlarda tublikka sinashning deterministik va ehtimollik algoritmlari 
nazariy hamda amaliy jihatdan keng o‘rganilgan. Jumladan, I. Gorbenko va V. Verveyko tomonidan 2003-
yilda chop etilgan tadqiqotda tub sonlarni aniqlash algoritmlarining matematik asoslari, ularning hisoblash 
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murakkabligi va real amaliyotdagi samaradorligi batafsil tahlil qilingan. Mualliflar klassik bo‘luvchilar orqali 
tekshirish usullaridan tortib, zamonaviy ehtimollik testlarigacha bo‘lgan algoritmlarni qiyosiy tahlil qilib, 
hisoblash resurslarini tejash masalasiga alohida e’tibor qaratadilar. Ushbu yondashuv rekursiv algoritmlarni 
ishlab chiqishda nazariy tayanch vazifasini bajaradi.

Algoritmlarni dasturiy jihatdan amalga oshirish masalalarida D.M. Zlatopolskiy 2007-yilda chop etilgan 
asarida rekursiya tushunchasining algoritmik fikrlashni shakllantirishdagi o‘rni va afzalliklarini ko‘rsatib beradi. 
Muallif rekursiv funksiyalar yordamida murakkab masalalarni soddaroq mantiqiy qismlarga ajratish mumkinligini 
asoslaydi. Tublikka sinash algoritmlarida rekursiv yondashuvdan foydalanish aynan shu afzalliklar bilan bog‘liq 
bo‘lib, u kodning ixchamligi va mantiqiy aniqligini ta’minlaydi. Rekursiv funksiya tushunchasining nazariy ta’rifi 
va klassik misollari ruscha Vikipediya materiallarida ham tizimli tarzda bayon etilgan bo‘lib, ular rekursiyaning 
matematik va dasturiy mohiyatini tushunishda yordam beradi.

Tub sonlarning taqsimlanishi va ularning xossalarini o‘rganish masalalari G. Diamond tomonidan 1990-
yilda e’lon qilingan ishda yoritilgan. Ushbu tadqiqotda tub sonlar nazariyasining elementar metodlari tahlil 
qilinib, tub sonlarni aniqlash algoritmlarining nazariy asoslari mustahkamlanadi. Diamondning yondashuvi 
tublikka sinash algoritmlarining matematik poydevorini tushunishda muhim bo‘lib, rekursiv algoritmlarning 
chegaralari va samaradorligini baholash imkonini beradi.

Zamonaviy tadqiqotlar orasida O.P. Ahmedova, U.R. Mardiyev, A.A. Karimov va O.O. Tursunov tomonidan 
2020-yilda chop etilgan maqola alohida ahamiyatga ega. Ushbu ishda rekursiv funksiya asosida ishlab chiqilgan 
takomillashtirilgan ehtimollik tublikka sinash algoritmi taklif etilgan. Mualliflar klassik ehtimollik testlarini 
rekursiv mexanizm bilan boyitish orqali algoritmning aniqligi va hisoblash tezligini oshirishga erishganliklarini 
empirik natijalar bilan asoslaydilar. Mazkur yondashuv rekursiv funksiyalarning nafaqat nazariy, balki amaliy 
samaradorligini ham ko‘rsatib beradi.

Umuman olganda, ko‘rib chiqilgan adabiyotlar rekursiv funksiya yordamida tublikka sinash algoritmlarini 
takomillashtirish masalasi yetarlicha nazariy va amaliy asosga ega ekanini ko‘rsatadi. Klassik sonlar nazariyasi, 
rekursiv algoritmlarning dasturiy mohiyati va zamonaviy ehtimollik testlarini uyg‘unlashtirish orqali yanada 
samarali va ishonchli tublikka sinash algoritmlarini ishlab chiqish imkoniyati mavjudligi ushbu tadqiqotlar orqali 
tasdiqlanadi.

T A D Q I Q O T  M E T O D O L O G I YA S I
Mazkur tadqiqotda ma’lumotlar sonlar nazariyasi va algoritmik tahlilga oid ilmiy manbalar hamda mavjud 

tublikka sinash algoritmlarini o‘rganish orqali olindi. Rekursiv funksiya asosida ishlab chiqilgan algoritm nazariy 
modellashtirish yo‘li bilan shakllantirildi va uning samaradorligi hisoblash murakkabligi hamda natijalarning 
aniqligi bo‘yicha qiyosiy tahlil usullari yordamida baholandi.

T A H L I L  V A  N A T I J A L A R
Tublikka sinash algoritmlarini bajarilish murakkabligiga qarab ham sinflarga ajratish mumkin:
Algoritm doimiy deyiladi, agarda uning murakkablik qiymati boshlang‘ich qiymat o‘lchamiga bog‘liq 

bo‘lmasa, ya’ni ;

Algoritm chiziqli deyiladi, agarda uning murakkabligi qiymatining tartibi  bo‘lsa;

Eksponensial darajali algoritmlar – murakkablik darajasining bahosi  biror bir o‘zgarmas 

 uchun;

Subeksponensial darajali algoritmlar - murakkablik darajasining bahosi  

biror o‘zgarmas  va  uchun;

Kvazipolinomial algoritmalar - murakkablik darajasi bahosi  biror bir o‘zgarmas 

 uchun;

Polinomial algoritmlar - murakkablik darajasi bahosi  biror bir o‘zgarmas  uchun.
Tarixan birinchi bir tomonlama xatoga ega ehtimollik algoritmlari bajarilishiga ko‘ra polinomial murakkablikka 

ega bo‘lgan algoritmlardir. Bu sinfga tegishli algoritmlardan birinchisi Fermaning kichik teoremasiga asoslangan 
usulidir. XVII asrda taniqli fransuz matematigi Pyer Ferma tomonidan ilgari surilgan “Fermaning kichik 
teoremasi” nomi bilan mashhur bo‘lgan teorema bu sinash algoritmining asosini tashkil etadi.
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Tublikka sinash testlari rivojlanishining keyingi muhim bosqichi bajarilish vaqti polinomial vaqt ehtimolligi 
bo‘lgan algoritmlarning paydo bo‘lishi bilan bog‘liq. Ushbu sinfga kiruvchi algoritmlar elliptik egri chiziqlardan 
(EECh) foydalanuvchi testlardir. Ushbu turdagi algoritmlar murakkabligi ham polinomial bo‘lgani bilan juda ham 
baland polinomial murakkablikka ega, shuning uchun ham ular amaliyotda qo‘llanilmaydi. Ushbu sinfga tegishli 
keyingi test Atkin tomonidan taklif etilgan va Moreyn tomonidan realizasiya qilingan ECPP (Elliptic Curve 
Primality Proving) algoritmidir. Bu algoritmning boshqa algoritmlardan farqi unda, EECh tartibini hisoblash 
usuli nisbatan sodda bo‘lgan – kompleks ko‘paytirishli EEChdan foydalanilgan. 2002-yilda testning egri chiziq 
tartibini hisoblashda SEA (Schoof–Elkies–Atkin) algoritmi qo‘llanilgan yanada samarali rusumi amalga oshirildi.

Sonlarni tublikka tekshirishning aniqlashtirilgan algoritmlari ikki ming yillikdan ortiq davrdan beri ma’lum. 
Bizga ma’lum bo‘lgan dastlabki algoritmlardar bu Eratosfen g‘alviri bo‘lib, u sonni tubligini, o‘zidan oldingi tub 
sonlarga bo‘lib ko‘rish orqali aniqlaydi. Umuman olganda faqat

  ning barcha tub sonlariga bo‘linuvchanligini tekshirish kifoya. Ushbu algoritm sinovli bo‘linish 
algoritmi deb ham ataladi.

Ushbu turdagi algoritmlar kiruvchi qiymat, tub yoki murakkab ekanligi to‘g‘risida aniq qaror qabul qiladi. 
Biroq bunday algoritmlar juda katta sonlar uchun zarur bo‘lgan katta hisob kitoblarni talab qilganligi uchun 
amaliy emas.

Amaliyotda ko‘proq polinomial bahoga ega bo‘lgan testlardan foydalaniladi. 1-jadvalda sonlarni tublikka 
tekshirishda ehtimolikka asoslangan hamda aniqlashtirilgan testlarning qiyosy tahlili keltirilgan (1-jadval).

1-jadval. Sonlarni tublikka tekshirish algoritmlari tahlili
Test turi Xarakteristikasi Afzalliklari Kamchiliklari

Ferma testi • Tasodifiy;
• Murakkablikka sinash.

• Amalga oshirish oson;
• Ko‘plab testlar uchun 
asos.

• Muvoffaqiyatsizlik ehtimoli 1 gacha yetishi 
mumkin;
• Psevdotub sonlar testdan o‘tishi mumkin.

Solavey 
Shtrassen 
testi

• Tasodifiy;
• Murakkablikka sinash.

• Psevdotub sonlar 
muvofaqqiyatli murakkab 
son sifatida e’lon qilinadi.

• Eyler psevdotub sonlari testdan o‘tishi 
mumkin;
• Yakobi simvolini hisoblash, algoritmni 
hisoblash yukini oshiradi. 

Rabbi Milner 
testi

• Tasodifiy;
• Murakkablikka sinash.

• Teskor va samarali;
• Eyler psevdotub sonlari 
muvofaqqiyatli murakkab 
son sifatida e’lon qilinadi.

• Kuchli psevdotub sonlari testdan o‘tishi 
mumkin.

Lukas testi • Tasodifiy;
• Testni tublikka tasdiqlash.

Har qanday umumiy yoki 
maxsus shakldagi sonlar 
uchun amal qiladi.

•  ning tub bo‘luvchisi oldindan ma’lum 
bo‘lishi talabi qo‘yiladi;
• Eng yomon ssenariyda uzoq vaqt talab qilishi 

mumkin (Agar  soni murakkab bo‘lsa, bu test 
muvoffaqiyatsiz bo‘lishi mumkin).

Prot testi • Tasodifiy;
• Testni tublikka tasdiqlash.

Prot sonlari haqida qaror 
qabul qilish uchun juda tez 
va ishonchli. 

Faqat prot sonlari uchun yaxshi ishlaydi. 

Poklington 
testi

• Tasodifiy;
• Testni tublikka tasdiqlash.

Juda samarali, agarda   

 faktor 
mavjud bo‘lsa.

 ning tub bo‘luvchisi oldindan mu’lum 
bo‘lishi kerak.

APR • Tasodifiy;
• Testni tublikka tasdiqlash.

Maxsus shakldagi sonlarni 
talab etmaydi AKichik va o‘rtacha miqdorda sekin.

AKS testi • Tasodifiy;
• Testni tublikka tasdiqlash.

Polinom vaqtda ishlaydiga 
yagona ishonchli 
aniqlashtirilgan test.

Kichik va o‘rtacha miqdorda sekin.

EEPP Evristik Maxsus shakldagi sonlarni 
talab etmaydi Kichik va o‘rtacha miqdorda sekin.

Rekursiya matematika va dasturlashdagi, fundamental tushunchalardan biri bo‘lib, murakkab bo‘lgan 
algoritmlarni yaratishga imkon beruvchi kuchli vositadir [2].

Rekursiv funksiya (lotincha rekursio - qaytarish) – bu sonli argumentning sonli funksiyasi bo‘lib, 

funkisiyaning ko‘rinishida funksiyaning o‘zidan foydalaniladi [3]. Ya’ni bunda  ni hisoblash uchun 
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 dan foydalaniladi. Ixtiyoriy  uchun hisoblash yakunlanishi uchun ba’zi bir  lar 

uchun funksiyaning qiymati rekursiv bo‘lmasdan aniqlanishi talab qilinadi (masalan  uchun).
Rekursiv funksiyaga misol qilib Fibonachchi sonining n- hisoblovchi quyidagi funksiyani ko‘rish mumkin:

Ushbu keltirilgan formuladan foydalanib  ni qiymatini ixtiyoriy n natural son uchun chekli qadamda 

topishi mumkin. Bunda kerakli qiymatni topish uchun  qiymatlarni 
hisoblash kerak bo‘ladi.

Rekursiya - bu funksiya berishning shunday usuliki, bunda argumentning ixtiyoriy qiymati uchun 
aniqlanuvchi funksiyaning qiymati muayyan usulda aniqlaniyotgan funksiyaning kichik argumentlari orqali 
ifodalanadi [3]. Primitiv rekursiya umumiy rekursiyaning eng oddiy ko‘rinishlaridan biridir.

Ta’rif. Faraz qilaylik,  barcha yerda aniqlangan funksiya bo‘lib,  ning barcha 

qiymatlarida quyidagi shartlarni qanoatlantirsin: .

 funksiya  funksiyalardan va 

yordamchi funksiya  dan rekursiya qaytarilishi yordamida hosil qilinadi deyiladi, agar  
o‘zgaruvchilarning barcha qiymatlari uchun

tenglik bajarilsa.

Tahlilda ba’zan  (signum ) funksiyasidan foydalaniladi. Bu funksiya  ning haqiqiy musbat qiymatlari 

uchun , haqiqiy manfiy qiymatlari uchun  ga va x  uchun  qiymatga ega bo‘ladi. Bu funksiyani 

faqat  ning natural qiymatlari uchun ko‘radigan bo‘lsak, u quyidagicha aniqlanadi:

Quyidagicha aniqlanuvchi  funksiyani kiritamiz:

  funksiya 1-  bilan ustma-ust tushadi

 ва  funksiyalar primitive rekursiv sxemalarni qanoatlantiradi:

			 

		
Misol sifatida 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ... sonli ketma ketlikni keltirish mumkin, bu ketma–ketlik Fibonachchi 

ketma-ketligi nomi bilan mashhur. Bu ketma-ketlikning uchinchi hadidan boshlab barcha keyingi hadlari 

undan oldin keladigan ikkita hadning yig‘indisiga teng [4]. Agar fibonachchi sonli ketma-ketligining -hadini 

 bilan belgilasak, u holda  yoki 

 hosil bo‘ladi. Bundan ko‘rinib turibdiki, 

 funksiya  funksiyalardan va yordamchi 

funksiyalar  qaytish rekursiyasi yordamida hosil bo‘ladi. Bu yerda 
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qo‘llanilgan barcha funksiyalar primitiv rekursiv bo‘lgani uchun  ham primitiv rekursiv bo‘ladi.

Har qanday  son tub bo‘lishi uchun, uning birdan  gacha oraliqda olingan ixtiyoriy  soni uchun 
quyidagi faktorli rekursiv funksiyani ifodalash mumkin:

Bu yerda:

;

 – rekursiya qadami,  dan  gacha;

, chekli to‘plam elementi;

 – hisoblash bazisi,  oraliqdagi butun son;

, - - qadamdagi faktorli rekursiv funksiya qiymati.
Faktorli rekursiv funksiyaning algoritmi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

Tahlil natijasida faktorli rekursiv funksiyalarning quyidagi xossalarini qayd etish mumkin:
1.1-xossa. Tekshirilayotgan sonning faktorli rekursiv funksiya jadvali ikki asosiy qismdan iborat:
a.	 Jadvalning birinchi qismidagi kataklari qiymati bir xil, ya’ni (n-1) b^(-1)  ga teng bo‘lgan, butun sonlardan 

iborat.
b.	 Jadvalning ikkinchi qismiga tegishli kataklar egallagan jadval qismining shakli tekshirilayotgan sonning 

tub yoki murakkab ekanligiga bog‘liq:
i.	 Agar tekshirilayotgan n soni tub bo‘lsa, unda jadvalning 1 dan to n-1 gacha ustunlarda joylashgan 

ikkinchi qismi uchburchak shakliga ega bo‘ladi.
ii.	 Agar tekshirilayotgan n soni murakkab son bo‘lsa, unda jadvalning ikkinchi qismi o‘zaro ustunlararo 

surilgan bir necha uchburchaklar ketma-ketligidan iborat bo‘ladi.
3.2-xossa. Tekshirilayotgan n soni murakkab son bo‘lganda, jadvalning ikkinchi qismi ikki turda bo‘ladi:
a.	 birinchi turdagi jadval kataklari joylashgan soha faqat n bilan o‘zaro tub bulgan sonlarni o‘z ichiga olib, 

uning uzunligi (ustunlar sonida) q ga teng, bu yerda q-murakkab sonning eng kichik faktori;
b.	 ikkinchi turdagi jadval kataklari joylashgan sohaning uzunligi n-q ga teng bo‘lib, kataklari o‘z navbatida 

yana ikki turga bo‘linadi:
i.	 n bilan o‘zaro tub bulgan kataklar;
ii.	 n ning faktorlariga oid kataklar, bular n bilan o‘zaro tub bo‘lgan kataklardan yuqori qatorlarda joylashgan.
3.3-xossa. Jadval egallagan soha barcha bazalar b qiymatlari uchun bir xil shaklga ega bo‘lib, baza 

qiymatiga moc tarzda bir-biriga nisbatan surilgan bo‘ladi.
Faktorli rekursiv funksiya jadvalida n ning faktorlarga oid kataklar n murakkab son bo‘lganda nisbatan katta 

sohani egallagani uchun takomillashtirilgan algoritmlarda bunday funksiyani qo‘llash tekshirilayotgan sonning 
murakkabligini payqab olishni tezlashtirish imkonini beradi. Shuningdek tekshirilayotgan son tub son bo‘lganda 
uning tublikka guvohlari sonini aytarli darajada ko‘paytiradi, natijada xato qilish ehtimolligi kamayadi.

Ushbu rekursiv funksiyani hisoblash algoritmi asosida Rabbin-Miller algoritmini takomillashtirish mumkin 
[5].
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Takomillashtirilgan algoritm, mavjud algoritmga nisbatan n soni murakkab son bo‘lganda uni avvalroq 
payqab, tublikka “soxta guvohlar” sonini kamaytiradi.

X U L O S A  V A  T A K L I F L A R
Ushbu maqolada sonlarni tublikka tekshirish algoritmlarining xususiyatlari, afzalliklari hamda kamchiliklari 

bo‘yicha tahlili keltirilib, sonlarni tublikka sinashning yangi rekursiv funksiya yordamida takomillashtirilgan 
algoritmi tavsifi keltirilgan. Tadqiqot natijasi shuni ko‘rsatdiki, ehtimollikka asoslangan algoritmlarda sohta tub 
sonlar guvohlari mavjudligi va buni kamaytirishda rekursiv funksiyadan foydalangan holda takomillatirilgan 
algoritmdan foydalanish yaxshi samara berishi kuzatildi.
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