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DEFORMATSIYALANUVCHAN STANDART 
CHIZIQLI QATTIQ (STANDARD LINEAR SOLID 

MODEL, SLS) MODEL ISHLAB CHIQISH VA 
SONINI TAHLIL QILISH

Ahmadov Ilhom Aktam o‘g‘li
Navoiy davlat universiteti 
tayanch doktoranti
ORCID: 0009-0008-8037-1966 
ilhomahmadov0516@gmail.com 

Annotatsiya. Ushbu maqolada yopishqoq-elastik materiallarning mexanik xatti-harakatini tavsiflovchi Standard Linear Solid 
(SLS) modeli o‘rganilgan. SLS modeli Maksvell va Kelvin–Voigt modellari kombinatsiyasi orqali elastik va yopishqoqlik 
xususiyatlarini hisobga oladi. Maqolada modelning matematik tavsifi, Maxwell elementiga asoslangan tenglamalar va 
ularning yechimlari ko‘rib chiqilgan. Shuningdek, deformatsiyaning vaqtga bog‘liqligi eksponensial funksiyalar orqali 
ifodalanadi va parametrlar (E₁, E₂, μ) ta’siri tahlil qilingan. Python dasturlash tili yordamida graflar chizilgan. Tadqiqot 
natijalari materiallar mexanik xatti-harakatini modellashtirishda amaliy qo‘llanilishi mumkinligini ta’kidlaydi.

Kalit so‘zlar: yopishqoqlik, Standart chiziqli qattiq model (SLS), Maksvell modeli, Kelvin–Voigt modeli, elastiklik moduli, 
yopishqoqlik koeffitsiyenti, deformatsiya, differensial tenglamalar.
Abstract. This article studies the Standard Linear Solid (SLS) model, which describes the mechanical behavior of 
viscoelastic materials. The SLS model accounts for both elastic and viscous properties through a combination of Maxwell 
and Kelvin–Voigt models. The mathematical formulation of the model, Maxwell-based equations, and their solutions are 
discussed. Additionally, the time-dependence of deformation is expressed using exponential functions, and the influence 
of parameters (E₁, E₂, μ) is analyzed. Graphs were plotted using Python programming language. The results emphasize 
the practical applicability of the model in simulating the mechanical behavior of materials.

Keywords: viscosity, Standard Linear Solid (SLS) model, Maxwell model, Kelvin–Voigt model, Elastic modulus, Viscosity 
coefficient, Deformation, Differential equations.
Аннотация. В данной статье изучена модель Standard Linear Solid (SLS), описывающая механическое 
поведение вязко-упругих материалов. Модель SLS учитывает как эластические, так и вязкие свойства за счет 
комбинации моделей Максвелла и Кельвина–Фойгта. В статье рассмотрено математическое описание модели, 
уравнения на основе элемента Максвелла и их решения. Кроме того, зависимость деформации от времени 
выражена через экспоненциальные функции, проанализировано влияние параметров (E₁, E₂, μ). С помощью 
языка программирования Python построены графики. Результаты исследования подчеркивают практическую 
применимость модели при моделировании механического поведения материалов.

Ключевые слова: вязкость, Модель Standard Linear Solid (SLS), Модель Максвелла, Модель Кельвина–Фойгта, 
Модуль упругости, Коэффициент вязкости, Деформация, Дифференциальные уравнения.
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K I R I S H
Deformatsiyalanuvchan qattiq jismlar, suyuqlik va gaz mexanikasi hamda ko‘p fazali muhitlar mexanikasi 

zamonaviy sanoat va muhandislik jarayonlarida muhim o‘rin tutadi. Ayniqsa, murakkab reologiyali yopishqoq-
elastik muhitlarning xatti-harakatini o‘rganish gidrotransport tizimlari, burg‘ulash va neft-gaz qazib olish 
jarayonlarida katta amaliy ahamiyatga ega. Bunday muhitlar deformatsiyaga vaqtga bog‘liq ravishda javob 
beradi va ularni klassik elastik yoki sof yopishqoq modellar bilan to‘liq tavsiflab bo‘lmaydi.

Shu sababli kombinatsiyalangan reologik modellar qo‘llaniladi. Ulardan biri — SLS (Standard Linear Solid) 
modeli bo‘lib, u James Clerk Maxwell modeli hamda William Thomson, 1st Baron Kelvin – Woldemar Voigt 
modeli elementlari asosida tuzilgan. Ushbu model vaqtga bog‘liq deformatsiya va relaksatsiya jarayonlarini 
birgalikda tavsiflaydi.

M A V Z U G A  O I D  A D A B I Y O T L A R  S H A R H I
Mualliflarning [1, 5, 9] ishlarida asosan SLS ning differensial tenglamalari va ularni turli shartlar asosida 

aniq yechimlari keltirib o‘tilgan. Ayniqsa, chegaraviy shartlar asosida aniq yechimlar ko‘rsatilgan. Ushbu ish 
doirasida esa ularning qilgan ishlariga bog‘liq masalalar sonli usullar yordamida oraliq qiymatlarni topish va 
qaysi parametr ko‘proq o‘zgarishga sabab bo‘layotgani keltirib o‘tilgan.

[7] monografiyada esa tarkibida qattiq zarrachalar mavjud bo‘lgan ko‘p fazali suyuqliklarning kuch ta’sirida 
deformatsiyalanishining yangi xossasi orqali gidrotransport jarayoni o‘rganilgan. Unga ko‘ra, gidrotransport 
jarayoni nafaqat zarrachalarning ko‘chishi, balki moddalarning ham ko‘chishi nazariy asoslanib keltirib 
chiqarilgan.

Sonli tahlil tadqiqot jarayonida muhim sanaladi. Shu sababli mualliflarning [2] ishida turli sonli tadqiqot 
usullari batafsil yoritilgan. Qolaversa, differensial tenglamalarni sonli tadqiq qilish uchun alohida 2 ta bob va 
takrorlash uchun amaliy masalalar keltirilgan. Qilingan ishlarning ba’zilaridan yo‘nalishlarda foydalanish uchun 
ularga ayrim qo‘shimchalar qo‘shish va izohlar berilishi kerak, deb hisobladik. Ushbu maqola keng ommaga 
foydali bo‘ladi, degan umiddamiz.

T A D Q I Q O T  M E T O D O L O G I YA S I
Mazkur maqolaning maqsadi — SLS modeli asosida yopishqoq-elastik muhitlarning deformatsiya 

jarayonini nazariy va sonli usullar yordamida tahlil qilish hamda model parametrlarining relaksatsiya tezligiga 
ta’sirini aniqlashdir. Ish davomida differensial tenglama chiqarildi, o‘zgarmas kuchlanish holati uchun analitik 
yechim olindi va Python dasturi yordamida parametrik tahlil amalga oshirildi.

Olingan natijalar model parametrlarining deformatsiya so‘nish tezligiga sezilarli ta’sir ko‘rsatishini 
tasdiqlaydi va amaliy muhandislik masalalarida material xususiyatlarini baholashda qo‘llanishi mumkin.

Tahlil va natijalar
SLS — bu yopishqoq muhitlarning mexanik javobini ifodalovchi model bo‘lib, Maksvell va Kelvin–Voigt 

modellari kombinatsiyasidan iborat. U elastik va yopishqoq (qovushqoq) xususiyatlarni hisobga olgan holda 
kuchlanish va deformatsiya o‘rtasidagi bog‘lanishni tavsiflaydi. Bu model yopishqoq va elastik o‘zgarishlarni 
birgalikda tavsiflagani uchun ko‘plab muhandislik va ilmiy tadqiqot sohalarida ishlatiladi [1, 4, 5, 9].

SLS modeli ikkita prujina va bitta dempferdan (yopishqoq elementdan) iborat: Elastik prujina (E₁) — 
bu element kuch ta’sir qilishi bilan darhol deformatsiyaga uchraydi va kuch ta’siri olib tashlangandan so‘ng 
asl holatiga qaytadi. Maksvell elementi (E₂) — bu qism bitta prujina (E₂) va bitta dempferdan (yopishqoq 
elementdan) seriyasidan (ketma-ketligidan) iborat bo‘ladi. Bu element vaqt o‘tishi bilan deformatsiyalanadi va 
tiklanishi ham vaqt talab qiladi [1–4].

Modelning xususiyatlari. Darhol javob beruvchi elastik qismi (prujina E₁) kuch ta’sir qilganda tez 
deformatsiyalanadi. Vaqtga bog‘liq javob beruvchi viskoelastik qismi esa (Maksvell elementi — E₂) vaqt o‘tishi 
bilan kechikib reaksiyaga kirishadi.

SLS modelining asosiy xususiyatlaridan biri shuki [1, 5, 7]:
Kelvin–Voigt modeli — faqat vaqt o‘tishi bilan deformatsiyalanadi.
Maksvell modeli — kuchlanish bir tekis taqsimlanganda deformatsiya davom etadi.
SLS modelida esa — ikkala jarayon ham o‘z ichiga olinadi va real materiallar xatti-harakatiga yaqin 

natijalar beradi.
SLS ning ikki turdagi tenglamasi mavjud bo‘lib, har ikkisi ham materialning turiga bog‘liq ravishda 

tadqiqotchilarning tajribalariga ko‘ra tanlanadi. Hozirgi kunga kelib zamonaviy usullar va modellar topilganini 
hisobga oladigan bo‘lsak, ularning barchasining asosida ushbu modellar yotadi, deyish to‘g‘ri bo‘ladi. Har ikkala 
tenglamani isbotlash yangi modellarni topishda muhim rol o‘ynaydi. Ushbu maqolada tenglamalarni keltirib 
chiqarish, tenglamalardan natijalar olish va AKTdan foydalanish orqali natijalar tahlili ko‘rib chiqiladi. Dastlab 
Maxwell modeliga asoslangan SLS ni ko‘rib chiqamiz (1-rasm).
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1-rasm. prujina va bitta dempferdan tashkil topgan SLS1

Birinchi rasmda ikkita elastik prujina va bitta dempferdan iborat bo‘lgan SLS keltirilgan. Bu modelni Maxwell 
modeliga asoslangan, deyishimizning asosiy sababi, pastki qismi Maxwell modelidan tashkil topganidadir.

Maxwell modeliga asosan 

  (1)
SLS da deformatsiya bir xil bo’ladi, kuchlanishlar esa parallel bo’lganligi tufayli tarmoqlar bo’yicha 

taqsimlanadi.

  (2)
Bu tenglamalar sestemasini yechish uchun quyidagilarni topamiz.

  (3)

 (4)

  (5)
Agar (5) formulani (4) ga qo’llasak quyidagi natijani olamiz.

  (6)
(6) ga (3) ni qo’llab 

  (7)

(2) sistemadagi  ga asosan (7) formulani quyidagi ko’rinishda yozib olamiz. 

  (8)
Bu esa o‘z navbatida umumiy kuchlanish va umumiy deformatsiya orasidagi bog‘lanishni tavsiflovchi 

tenglama bo‘ladi.
Amaliy masalalarda differensial tenglamalarni yechishning sonli usullari keng qo‘llaniladi. Buning asosiy 

sababi — tavsiya qilingan modelning differensial tenglamasi har doim ham analitik yechimga ega bo‘lavermaydi. 
SLS ham shu turdagi masalalar turkumiga kiradi. Chegaraviy shartlarni tanlash va tajriba natijalarini olish sonli 
usullar yordamida bajariladi.

Qulaylik uchun (8) tenglamani ushbu ko’rinishda yozib olamiz.

  (9)
 Kerakli almashtirishlarni bajarganimizdan so‘ng (9) tenglamaga ega bo‘ldik. Bu tenglamada kuchlanish 

va deformatsiya orasidagi bog‘lanish differinsial ko‘rinishda bo‘lib, eng oddiy  bo‘lgan holatlari 
tabiatda ko‘p uchraydi.

Agar kuchlanish σ o‘zgarmas ( deb olsak, tenglama quyidagicha yoziladi:

1	  Muallif ishlanmasi
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 Bu oddiy birinchi tartibli differensial tenglama bo‘lib, uni ε(t) bo‘yicha yechish mumkin.

Agar boshlang‘ich shart  berilgan bo‘lsa, C ni topamiz:

Bundan:
Shunday qilib, deformatsiya vaqt bo‘yicha eksponensial so‘nuvchi funksiya ko‘rinishida bo‘ladi:

Agar t→∞ bo‘lganda, deformatsiya barqarorlashadi: Bunda ​​ ya’ni, elastik deformatsiya faqat Guk 

qonuni bo‘yicha qoladi. Boshlang‘ich shart (  bo‘yicha deformatsiyaning boshlang‘ich qiymati aniqlanadi. 

​ – deformatsiyaning relaksatsiya tezligini aniqlaydi.
Funksiya grafigini chizish va tahlil qilishda Python dasturlash [13]. tilidan foydalanamiz. Bu kod 

ε(t)=50exp(−λt) funksiyasi asosida grafik chizadi va deformatsiyaning vaqt o‘tishi bilan qanday kamayishini 
tasvirlaydi. Tadqiqodchi kerakli materialni tadqiq etish vaqtida parametrlarni o‘zartirish orqali kerakli natijalarni 

olishi mumkin.  ning qiymatini o‘zgartirish orqali kerakli bo‘lgan mustahkamlikni aniqlash, deformatsiyani 
o‘zgarishini nazorat qilish mumkin (1-jadval).

1-jadval. Deformatsiyaning vaqtga bog‘liq o‘zgarishi2

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
E1 = 5 # Elastiklik moduli (N/m^2 yoki boshqa birliklarda) # Berilgan parametrlar
E2 = 3 # Ikkinchi elastiklik moduli # Berilgan parametrlar
mu = 2 # Viskozlik koeffitsiyenti # Berilgan parametrlar
epsilon_0 = 50 # Boshlang‘ich deformatsiya # Berilgan parametrlar
t = np.linspace(0, 10, 100) # Vaqt oralig’i
lambda_val = (E2) / (mu * (E2 + E1)) # Lambda ni hisoblash
# Deformatsiya funksiyasi
epsilon_t = epsilon_0 * np.exp(-lambda_val * t)
# Grafikni chizish
plt.figure(figsize=(8, 5))
plt.plot(t, epsilon_t, label=r’$\varepsilon(t) = 10 e^{-\lambda t}$’, color=’b’)
plt.xlabel(“Vaqt t (s)”)
plt.ylabel(“Deformatsiya ε(t)”)
plt.title(“Deformatsiyaning vaqtga bog‘liqligi”)
plt.legend()
plt.grid()
plt.show()
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Tuzilgan dasturiy ta’minot orqali olingan natijalarni tahlil qilishga kirishamiz. Buning uchun deformatsiyaga 
ta’sir o‘tkazadigan ba’zi parametrlarni o‘zgartirib, turli qiymatlarda deformatsiyaning yo‘qolishini tekshiramiz. 
Agar vaqt yetarlicha katta bo‘lsa, u holda sezilarli qoldiq deformatsiyalar kuzatiladi va oz had olishga to‘g‘ri 
keladi (2-jadval; 2-rasm).

2-jadval. Turli viskozlik koeffitsiyentlarida deformatsiya relaksatsiyasining dinamikasi3

E1=5, E2=3, =2 va 
t=10

E1=5, E2=3, =4 va 
t=10

E1=5, E2=3, =8 va 
t=10

E1=5, E2=3, =2 va 
t=20

E1=5, E2=3, =8 va 
t=20

t (s) 
0.00 50.0000
0.20 48.1229
0.41 46.3162
0.61 44.5774
0.82 42.9039
1.02 41.2931
1.22 39.7429
1.43 38.2509
1.63 36.8148
1.84 35.4327
2.04 34.1025
2.24 32.8222
2.45 31.5900
2.65 30.4040
2.86 29.2626
3.06 28.1640
3.27 27.1066
3.47 26.0890
3.67 25.1095
3.88 24.1669
4.08 23.2596
4.29 22.3864
4.49 21.5459
4.69 20.7370
4.90 19.9585
5.10 19.2092
5.31 18.4881
5.51 17.7940
5.71 17.1259
5.92 16.4830
6.12 15.8642
6.33 15.2686
6.53 14.6954
6.73 14.1437
6.94 13.6127
7.14 13.1016
7.35 12.6098
7.55 12.1364
7.76 11.6807
7.96 11.2422
8.16 10.8202
8.37 10.4139
8.57 10.0230
8.78 9.6467
8.98 9.2845
9.18 8.9360
9.39 8.6005
9.59 8.2776
9.80 7.9668

10.00 7.6677

t (s) 
0.00 50.0000
0.20 49.0525
0.41 48.1229
0.61 47.2109
0.82 46.3162
1.02 45.4385
1.22 44.5774
1.43 43.7326
1.63 42.9039
1.84 42.0908
2.04 41.2931
2.24 40.5106
2.45 39.7429
2.65 38.9897
2.86 38.2509
3.06 37.5260
3.27 36.8148
3.47 36.1172
3.67 35.4327
3.88 34.7612
4.08 34.1025
4.29 33.4562
4.49 32.8222
4.69 32.2002
4.90 31.5900
5.10 30.9913
5.31 30.4040
5.51 29.8278
5.71 29.2626
5.92 28.7080
6.12 28.1640
6.33 27.6302
6.53 27.1066
6.73 26.5929
6.94 26.0890
7.14 25.5946
7.35 25.1095
7.55 24.6337
7.76 24.1669
7.96 23.7089
8.16 23.2596
8.37 22.8188
8.57 22.3864
8.78 21.9621
8.98 21.5459
9.18 21.1376
9.39 20.7370
9.59 20.3440
9.80 19.9585

10.00 19.5803

t (s) 
0.00 50.0000
0.20 49.5240
0.41 49.0525
0.61 48.5854
0.82 48.1229
1.02 47.6647
1.22 47.2109
1.43 46.7614
1.63 46.3162
1.84 45.8753
2.04 45.4385
2.24 45.0059
2.45 44.5774
2.65 44.1530
2.86 43.7326
3.06 43.3163
3.27 42.9039
3.47 42.4954
3.67 42.0908
3.88 41.6901
4.08 41.2931
4.29 40.9000
4.49 40.5106
4.69 40.1249
4.90 39.7429
5.10 39.3645
5.31 38.9897
5.51 38.6185
5.71 38.2509
5.92 37.8867
6.12 37.5260
6.33 37.1687
6.53 36.8148
6.73 36.4643
6.94 36.1172
7.14 35.7733
7.35 35.4327
7.55 35.0954
7.76 34.7612
7.96 34.4303
8.16 34.1025
8.37 33.7778
8.57 33.4562
8.78 33.1377
8.98 32.8222
9.18 32.5097
9.39 32.2002
9.59 31.8936
9.80 31.5900

10.00 31.2892

t (s) 
0.00 50.0000
0.41 46.3162
0.82 42.9039
1.22 39.7429
1.63 36.8148
2.04 34.1025
2.45 31.5900
2.86 29.2626
3.27 27.1066
3.67 25.1095
4.08 23.2596
4.49 21.5459
4.90 19.9585
5.31 18.4881
5.71 17.1259
6.12 15.8642
6.53 14.6954
6.94 13.6127
7.35 12.6098
7.76 11.6807
8.16 10.8202
8.57 10.0230
8.98 9.2845
9.39 8.6005
9.80 7.9668

10.20 7.3799
10.61 6.8362
11.02 6.3325
11.43 5.8660
11.84 5.4338
12.24 5.0334
12.65 4.6626
13.06 4.3191
13.47 4.0009
13.88 3.7061
14.29 3.4331
14.69 3.1801
15.10 2.9458
15.51 2.7288
15.92 2.5277
16.33 2.3415
16.73 2.1690
17.14 2.0092
17.55 1.8612
17.96 1.7240
18.37 1.5970
18.78 1.4794
19.18 1.3704
19.59 1.2694
20.00 1.1759

t (s) 
0.00 50.0000
0.41 49.0525
0.82 48.1229
1.22 47.2109
1.63 46.3162
2.04 45.4385
2.45 44.5774
2.86 43.7326
3.27 42.9039
3.67 42.0908
4.08 41.2931
4.49 40.5106
4.90 39.7429
5.31 38.9897
5.71 38.2509
6.12 37.5260
6.53 36.8148
6.94 36.1172
7.35 35.4327
7.76 34.7612
8.16 34.1025
8.57 33.4562
8.98 32.8222
9.39 32.2002
9.80 31.5900

10.20 30.9913
10.61 30.4040
11.02 29.8278
11.43 29.2626
11.84 28.7080
12.24 28.1640
12.65 27.6302
13.06 27.1066
13.47 26.5929
13.88 26.0890
14.29 25.5946
14.69 25.1095
15.10 24.6337
15.51 24.1669
15.92 23.7089
16.33 23.2596
16.73 22.8188
17.14 22.3864
17.55 21.9621
17.96 21.5459
18.37 21.1376
18.78 20.7370
19.18 20.3440
19.59 19.9585
20.00 19.5803
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2-rasm. Deformatsiyaning vaqtga va yopishqoqlikka bog‘liqligi4

X U L O S A  V A  T A K L I F L A R
Ushbu maqolada yopishqoq-elastik muhitlarning mexanik xatti-harakatini tavsiflovchi Standart chiziqli 

qattiq model (SLS) Maxwell modeli asosida keltirib chiqarildi va uning asosiy differensial tenglamasi olindi. 
Modelning fizik mazmuni yopishqoqlik va vaqtga bog‘liq elastiklik xususiyatlarining birgalikda hisobga olinishi 
orqali real materiallarning deformatsiyaga bo‘lgan reaksiyasini yanada aniqroq ifodalashdan iborat ekanligi 
ko‘rsatildi. Doimiy kuchlanish holati uchun SLS tenglamasi yechildi va deformatsiyaning vaqt bo‘yicha 
eksponensial so‘nuvchi qonun asosida o‘zgarishi aniqlandi. Olingan yechimdan ko‘rinadiki, vaqt o‘tishi bilan 
deformatsiya barqaror qiymatga intiladi va uzoq muddatda faqat elastik deformatsiya saqlanib qoladi. Bu natija 
SLS modelining real viskoelastik materiallar uchun mos va fizik jihatdan asosli ekanligini tasdiqlaydi.

Olingan natijalardan shu xulosaga kelindi: yopishqoqlikning μ qiymati ortishi bilan deformatsiya kamayadi. 
E₁ va E₂ larning o‘zgarishi deformatsiyaning kamayishiga katta ta’sir ko‘rsatmaydi. 10 sekund vaqt ichida 
boshlang‘ich 50 deformatsiya μ = 2 da 7,6677 gacha pasaydi, bu esa 15 % sezilarli qoldiq deformatsiya 
qolishini bildiradi. μ = 8 da esa deformatsiya 31,2892 gacha pasaydi, yopishqoqlik ortganligi sababli elastik 
deformatsiya sekinlashdi. Bu esa 62,5 % deformatsiya qolganligini bildiradi.

Endi nega funksiyaning ozod hadi yo‘qligini aytib o‘tsak bo‘ladi: vaqt 10–20 sekund oralig‘ida olingan 
natijalar aniqroq bo‘lishi uchun boshlang‘ich faza olinmasdan ketildi. Agar vaqtni kattalashtirsak, sezilarli 
qoldiq deformatsiyalar paydo bo‘la boshlaydi. SLS da vaqt kattaroq tanlansa, shartlarni o‘zgartirish kerak 
bo‘ladi. Bizning tavsiya qilgan dastur faqat dastlabki σ₀ berilganda deformatsiyaning kamayishini tadqiq qiladi. 
Kuchlanish uzoq vaqt ta’sir qilsa, deformatsiya hatto kamaymasdan plastik deformatsiyalanishi mumkin.

Shuningdek, model parametrlari — elastiklik modullari va yopishqoqlik koeffitsiyenti — deformatsiyaning 
relaksatsiya tezligiga bevosita ta’sir ko‘rsatishi ko‘rsatib berildi. Bu esa tajriba ma’lumotlarini qayta ishlash, 
material parametrlarini aniqlash hamda sanoat va muhandislik masalalarida yopishqoq-elastik muhitlarning 
xatti-harakatini oldindan baholash imkonini beradi. Natijada SLS modeli nafaqat nazariy tadqiqotlarda, 
balki gidrotransport, burg‘ulash, neft-gaz qazib olish va boshqa ko‘p fazali muhitlar mexanikasi bilan bog‘liq 
amaliy masalalarda ham samarali qo‘llanilishi mumkin. Olingan tenglamalar kelgusida murakkabroq reologik 
modellarni ishlab chiqish va ularni sonli usullar yordamida tadqiq etish uchun nazariy asos bo‘lib xizmat qiladi.
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