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Saipnazarov Shaylovbek Aktamovich
TDIU, Oliy va amaliy matematika kafedrasi dotsenti

Annotatsiya. Iqtisodiy jarayonlarni modellashtirishda integral tengsizlikni va tengliklarni igtisodiyotdagi ahamiyatini
baholash uchun bu tengsizlikka doir igtisodiy masalalar ko‘rib chiqildi.

Kalit so'zlar: integral, integral tengsizlik, funksiya, vektor, kovariatsiya, korrelyasiya.

Abstract. In modeling economic processes, economic problems related to this integral inequality were examined and
analyzed in order to assess the significance of integral equalities and inequalities in the economy.

Keywords: integral, integral inequality, function, vector, covariance, correlation.

AHHOTauus. [Ons OUEeHKM 3HAYMMOCTU MHTEerpasnibHOro HepaBeHCTBa U PaBEHCTB B 9KOHOMMKE MpU MOLENUPOBaHMMU
3KOHOMUMYECKUX MnpoueccoB Obinn pacCMOTpeHbl 3KOHOMU4YeCKMne BOMNpoChl, CBA3aHHbIE C 3TUM HEPABEHCTBOM.

KntoueBble crioBa: MHTErpar, MHTerpanbHoe HEPaBeHCTBO, (DYHKLIMS, BEKTOP, KOBapuaLmsl, KOppensums.

KIRISH

Koshi - Bunyakovskiy - Shvars tengsizligi matematikaning funksional tahlil va integrallar nazariyasidagi
muhim tengsizliklardan biri. U ma’lum shartlar ostida ikki funksiyaning ko‘paytmasi integrali bilan ularning alohida
kvadratlari integrallari orasidagi bog‘lanishni ko‘rsatadi. Koshi - Bunyakovskiy tengsizligi matematikadagi eng
muhim va ko‘p qo‘llaniladigan tengsizliklardan biri bo'lib, u faqat nazariy jihatdan emas, balki turli sohalardagi
amaliy masalalarda ham keng qollaniladi.

Bu tengsizlik vektorlar, funksiyalar va statistik ma’lumotlar orasidagi bog‘lanishlarni baholashda asosiy
vosita hisoblanadi. Ko‘p hollarda signallar funksiyalar sifatida garaladi va ularning energiyasi integrallar orgali
baholanadi.

Koshi - Bunyakovskiy tengsizligi orgali ikki signal orasidagi korrelyasiya baholanadi. Bu tengsizlik oddiy
Koshi — Bunyakovskiy tengsizlikning integral shakli bo‘lib, funksiyalar orasida o‘rtacha o‘zaro ta’sir chegarasini
belgilaydi. Undan matematik tahlil, funksional tahlil, kvant mexanikasi, ehtimolliklar nazariyasi, signallar ishlovi
va boshqa sohalarda foydalanish mumekin.

MAVZUGA OID ADABIYOTLAR TAHLILI

Koshi-Bunyakovskiy-Shvars tengsizligi matematikaning ko‘plab sohalarida, aynigsa, integral hisob,
funksional tahlil, metrik fazolar va ehtimolliklar nazariyasida muhim o'rin tutadi. Uning ildizi XIX asrdagi klassik
matematik ishlarga borib taqaladi.

Birinchilardan bo'lib Ogyusten Koshi (A.L. Cauchy, 1821) o‘zining “Cours d’analyse” asarida ikki vektorning
skalyar ko‘paytmasi uchun tengsizlik shartini keltirgan.

Keyinchalik Viktor Bunyakovskiy (V.Ya. Bunyakovsky, 1859) bu tengsizlikni integral shaklga umumlashtirib,
funksiyalar uchun qgo‘llash imkoniyatini ko‘rsatdi. Shundan so‘ng, German Shvars (H.A. Schwarz, 1888) uning
umumiy ko‘rinishini berib, funksional fazolardagi go‘llanilishini asoslab berdi.

Koshi-Bunyakovskiy-Shvars tengsizligi haqidagi rlassik natijalar keyinchalik ko‘plab mualliflar tomonidan
chuqur o‘rganilgan.

Xususan:

- G. Xardi, Dj. Littlvud va G. Polia (1934) o‘zlarining “Inequalities” nomli mashhur asarida Koshi-
Bunyakovskiy-Shvars tengsizligini Xelder va Minkovskiy tengsizliklari bilan bog‘lab, uning keng qo‘llanilish
sohalarini ko‘rsatganlar.
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- K. R. Chandasekaran (1969) tomonidan funksional tahlildagi Yevklid fazolari uchun Koshi-
Bunyakovskiy-Shvars tengsizligining geometrik ma’nosi tahlil gilingan.

- V. M. Tixomirov (1975) “Matematicheskiy analiz” darsligida Koshi-Bunyakovskiy-Shvars tengsizligining
integral va yig‘indi ko‘rinishlari uchun isbotlar va misollar keltirilgan.

- A. N. Burbaki (1981) asarlarida bu tengsizlik metrlik fazolar va Gilbert fazolari uchun asosiy aksiomalar
sifatida keltiriladi.

Shuningdek, keyingi yillarda Koshi-Bunyakovskiy-Shvars tengsizligining kvant mexanikasida, ehtimolliklar
nazariyasida va ragamli tahlilda go‘llanilishi bo‘yicha qator ishlanmalar mavjud. Masalan,

- R. Bellman (2003) “A Brief introduction to inequalities” asarida Koshi-Bunyakovskiy-Shvars tengsizligi
statistik muammolar va optimallashtirishda go'llanilishini ko‘rsatgan.

- F. Riesz va B. Sz. — Nady (2012) “Functional Analysis” kitobida Koshi-Bunyakovskiy-Shvars tengsizligi
Gilbert fazolarida ichki ko‘paytma bilan bog'liq asosiy xossa sifatida izohlangan.

Shu tariga, mavjud adabiyotlarning tahlilidan ko‘rinib turibliki, Koshi-Bunyakovskiy-Shvars integral
tengsizligi nafagat nazariy ahamiyatga ega, balki amaliyotda ham keng qgo‘llaniladigan universal matematik
gonunlardan hisoblanadi.

TADQIQOT METODOLOGIYASI

Ushbu tadgigotda Koshi - Bunyakovskiy - Shvars integral tengsizligining nazariy asoslari va uning
qo'llinilishi sohalari tahlil gilindi. Tadgiqot quyidagi usullar orqali amalga oshirildi:

1. Nazariy tahlil usuli - integral tengsizlik tushunchasi, Koshi, Bunyakovskiy va Shvarsning ishlanmalari
o‘rganildi, ularning matematik asoslari taggqoslandi.

2. Ta'rif va isbot usuli - integral tengsizlikning klassik va umumiy hollari uchun isbotlar qayta ko'rib chiqildi
va muallif tomonidan izohlandi.

3. Ta'rifiy-tahliliy usul - integral tengsizlikning funksional tahlil, metrik fazolar va ehtimolliklar nazariyasidagi
go'llanilishiga doir misollar asosida ko‘rsatildi.

4. Taqqoslash usuli - Koshi—Bunyakovskiy-Shvars tengsizligi boshga integral tengsizlik (masalan,
Minkovskiy tengsizligi) bilan taggoslandi.

TAHLIL VA NATIJALAR

Agar f(x) va g(x)funksiyalar aniq bir [a, b]- kesmada uzluksiz bo'lib, kvadratik integrallanadigan
b b
funksiyalar bo‘lsa (ya’ni Ifz(x)dx‘( o0, J.gg (x)dx < o0) u holda ushbu tengsizlik o'rinli bo‘ladi.
B ) N2 b ' ﬂa '
[ 0-etohe | <[ 0 { b

Isbot. Har ganday haqiqiy A son uchun quyidagi tengsizlik orinli bo‘ladi.

(/(x)-2g(x)f 20, xela. 0]

bundan
f(f (x)—Ag(x)) dx >0,
yani
[(£2(x)- 22/ (x)g () + 2" (x) et 2 0
yoki

P {j g (x)dx} . u(]’i f(x)g(x):] . j Fox(de)2 0
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Bu tengsizlikni chap gismi A ga nisbatan kvadrat uch had, bu tengsizlik fagat nomanfiy giymatlarni qabul
giladi. Shunlng uchun uning dlskrlmlnantl noldan katta bo’ IoImayd| ya’ni

zjf dx]a—zl jf dx] jg <0

bundan

Hf(x)g J {If J[jg

tengsizlik isbot bo‘ldi.
Bu tyengsizlik, oddiy Koshi - Bunyakovskiy tengsizligining integral shakli bo‘lib, funksiyalar orasida
o‘rtacha o‘zaro ta’sir chegarasini belgilaydi.

Tyenglik sharti fagat f(x) va g(x) funksiyalar proporsional bo‘lganda, ya’ni
fx)=2g(x), A = const
bajariladi.
Bu tyengsizlik vektorlar, funksiyalar va statistik ma’lumotlar orasidagi bog‘lanishlarni baholashda

asosiy vosita hisoblanadi.
Ko'p hollarda signallar funksiyalar sifatida qaraladi va ularning o‘xshashligi

2
x)d
-Hf( )| orgali baholanadi.
Koshi - Bunyakovskiy - Shvars tyengsizligi orqali ikki signal orasidagi korrelyasiya baholanadi. Koshi
— Bunyakovskiy — Shvars tengsizligi vektorlar orasidagi burchak orgali o’xshashlikni baholashda va ekstremal
masalalarni yechishda qo‘llaniladi:
a-b
cosf=——=<
|-
Bu formula klasterlash kabi sohalarda juda muhim. Statistika va ehtimolliklar nazariyasida kovaratsiya va
dispersiya orasidagi bog‘lanish tahlil gilinadi.

|cov(x, y] < \/ Var(x) : Jvar(y)

Bu esa korrelyasiya koeffitsiyenti uchun asos bo‘ladi:
ol y) <1

Energetik usullarda (masalan, Furye qatori, Laplas operatori bilan bog‘liq masalalar) asosiy rol o‘ynaydi.
Injenerlik va texnik hisoblarda turli masalalar hal gilinadi.
Signal energiyasi yoki quvvatini baholashda, filtrlarning samaradorligini chegaralashda, o‘zgarmas
baholarni berishda, Lyapunov funksiyalari orgali dinamik tizimlarni tahlil gilishda muhim rol o‘ynaydi.
Koshi — Bunyakovskiy - Shvars tyengsizligining turli sohalardagi aniq, amaliyotdagi misollarni ko‘rib
chigamiz.
Signallarni gayta ishlash — audio signallarga doir.

1-misol. Ayol va erkak ovozini tanish uchun ularning audio signallari f(x) va g(x) sifatida berilgan.
Biz ular o'xshash yoki farq gilishni korrelyasiya orqali tekshiramiz.

Koppenayusa= jf t)dt

z =

[ () 1)

Tf( 0)dr

0

bu yerda signalning energiyasi.
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2
[ @)dr—glr) . - - | . .
signalning energiyasi. Ular orasidagi korrelyasiya hech gachon ikkisining energiya
ko‘paytmasidan katta bo‘Imaydi. Bu cheklov — mashinalarga ovoz signallarini taqqoslashda ham qo'l keladi.
2-misol. Ayol va erkak ish hagining o‘zaro bog‘ligligi kovaratsiya bilan baholanadi.

|cov(x, y)| < \/ Var(x) : \/ Var(y)

agar x — ayollar ish haqi
u — erkaklar ish hagi bo‘lsa, u holda bu formula ularning kovaratsiyasi ganchalik katta bo‘lsa ham,
ularning dispersiyalari orqali chegaralanishini ko‘rsatadi.

f(x)=sinx, g(x)=cosx, xe [0;1}
3-misol. 2

funksiyalar orasida matematik tahlil orqali tasdiglaymiz.

bo‘lsa, Koshi — Bunyakovskiy — Shvars tengsizligini

2 1% 1 N 11
Ismx-cosxdx:—J.s1n2xdx:——c0s2x = (-1)+-==
0 29 4 0 4 2
:fsin2 vdvz]ﬂdx:—lx—lsiﬂsz =—

! g 1 2 4 0

tengsizlik tasdiglandi.

Injenerlik — mexanikada kuch va harakatga doir misol

F= [1_0 -"0] (Nyuton) kuch vektori
7 _ 0 : 0
d= [COS 60", s 60 ] yo‘nalish vektori mexanik ishning chegaralanganligini ko‘ramiz.
W =|F||d|cos6 < [F|-|d| =10 -cos60° + 0 - sin 60° = 5
Igtisodiyotda Koshi — Bunyakovskiy — Shvars tengsizligi juda foydali vosita hisoblanadi, aynigsa: statistik

tahlil, korrelyasiya, tavsifiy tahlil, resurs tagsimoti va optimallashtirishda, prognozlash modellarida.
5-misol. Iste’mol va daromad orasidagi tahlilga doir misol.

4-misol.

N; fugorolarning oylik iste’mol xarajatlari

1. fugorolarning oylik daromadlari.
Bu ma’lumotlar bo‘yicha korrelyasiyani baholash.

Demak, har bir shaxsning daromadi va sarf xarajati orasidagi bog‘lanish umumiy igtisodiy barqarorlikni
ko‘rsatadi.
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Tengsizlik — iste’mol strukturasi tahlilida chegaralarni belgilab beradi.

Qisga muddatli investisiya va daromad orasidagi bog‘lanishga doir misol.

Firma gilgan mablag’ -I(t) va uning natijasida olgan daromadi - R(t) bo‘lsin.
U holda umumiy daromad

T
II () R(r)dr
0
Ekstremumga oid masalalarni yechishga tadbiqi

6-misol. Funksiyani minimal giymatini topishga doir.
Agar cheklangan resurs quyidagicha bo‘lsa, ya'ni

y(x) - (D(x)dx =C

J(3)= [0 - min

bunda qo(x) berilgan funksiya, NeR,
Yechish. Koshi — Bunyakovskiy — Shvars tengsizligini qo‘llaymiz.

[i y(x)qﬂ(x)dxf < @ y? (x)de : [i & (x)dx]
zmiu&wﬁ

O ey

tengsizlikning chap gismiga C ni o‘rniga ( ) ni go‘yamiz.

1 2
C* <J(y) ¢* (x)dx =T (y) 2 ——
: [ (x)ax
0
Demak, funksiyaning minimal giymati

J(y)min :1(772
Jois(a)

Masalani talqin gilamiz.
y(x - resurs tagsimoti

qzj(x) - resursdan foydalanish samaradorligi
N . umumiy samara (daromad)

1
Iy(x)sin dx =1

7-misol. 0 bo‘lganda
1

J(y)= Iy2 (x)dx — min
0

Bu tipik ekstremum masalasi bo‘lib, ma’lum funksiya SINX pjlan bog‘liq resurs samarasi berilgan. Biz

y(x) ni shunday tanlashimiz kerakmi, energiya

[

minimal bo‘lsin, lekin samaradorlik doim 1 ga teng bo‘lib qolsin.
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s <{ o))

Yechish. ° tengsizlikni chap qgismi 1 ga teng, o‘ng

1
J(y)-_[ sin” xdx
gismi 0

J(y) ni baholaymiz.

1 1 1 sin2
Isjllzxdxz—I(l*COSQJC)dXZ—*S]n
27 2

0

~ 0.4597

1 o
0,4597

J(y)= 2,175

1
I sin’ xdx
0

Demak, funksiyaning minimal giymati taxminan 2,175 dan kam bo‘Imaydi.

= Asinx

Bu minimal giymatga I tenglik bajarilganda erishadi.

1

1
J.y(x)sin xdx = /”LJ- sin“xdx=1= 1= 1;
’ 0 .[sinz xdx
0
A=2175, y(x)= 1; -sinx =2,175sinx

jsinz xdx
0
Demak, funksiyaning minimal giymati

1
T()] ¥ (x)dx = 2175
0

Igtisodiy ma’nosi: y(x) - vagtga bog'liqg bo‘lgan resurs tagsimoti sinx resurs samaradorligi bo‘lsa, u
holda bu masala samaradorlik 1 bo‘lganda resurs iste’molining eng kam migdorini aniglaydi.

XULOSA VA TAKLIFLAR

Koshi — Bunyakovskiy — Shvars integral tengsizligi matematikaning funksional tahlil, ehtimolliklar
nazariyasi, statistika, igtisodiyot va texnika sohalarida muhim o'rin tutadigan universal qonuniyatlardan biridir.
Ushbu magolada ushbu tengsizlikning nazariy asoslari, uning isboti va amaliyotdagi go‘llanilish imkoniyatlari
har tomonlama tahlil qilindi.

Tadqigot natijalari shundan dalolat beradiki, KBSH tengsizligi funksiyalar, vektorlar va tasodifiy kattaliklar
o‘rtasidagi o‘zaro bog‘lanishni baholashda eng ishonchli va asosli instrument hisoblanadi. Aynigsa, signallarni
gayta ishlash, korrelyasiya koeffitsiyentini aniglash, kovariatsiya va dispersiya o'‘rtasidagi chegaralarni
belgilashda, resurs tagsimoti va optimallashtirish modellarini qurishda bu tengsizlik muhim rol o‘ynaydi.

Magqolada keltiriigan misollar KBSH tengsizligining iqtisodiy jarayonlarda, xususan fugarolar iste’mol
xarajatlari va daromadlari o‘rtasidagi bog‘lanishni baholashda, investisiya-daromad munosabatlarini tahlil
etishda, resurs samaradorligini minimallashtirish yoki maksimallashtirish bilan bog‘liq ekstremal masalalarni
yechishda samarali go‘llanilishini ko‘rsatib berdi.

Shu bilan birga, mexanika, energiya, signallar ishlovi, prognozlash modellari kabi sohalarda ham KBSH
tengsizligining amaliyotdagi ahamiyati yuqori ekanligi isbotlandi. Tadgiqotdan olingan xulosalar ushbu tengsizlik
igtisodiy jarayonlarni matematik modellashtirishda ishonchli chegaraviy baholarni berishga yordam berishi,
murakkab iqtisodiy tizimlarni tahlil gilishda metodologik asos sifatida xizmat qgila olishini ko‘rsatdi.

Umuman olganda, Koshi — Bunyakovskiy — Shvars integral tengsizligi igtisodiyotdagi omillar o‘rtasidagi
bog‘liglikni aniq, matematik jihatdan asosli baholash imkonini beruvchi kuchli analitik vosita bo'lib, amaliyotda
ham, nazariyada ham o'z ahamiyatini yo‘qotmaydigan fundamental tengsizliklardan biri hisoblanadi.
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