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Maʼlumot uchun, ОАК 
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iqtisodiyot” jurnali ro‘yxatga kiritilgan.
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5.	 Muhammad al-Xorazmiy nomidagi Toshkent axborot texnologiyalari universiteti 
6.	 Toshkent davlat transport universiteti 
7.	 Toshkent arxitektura-qurilish universiteti
8.	 Toshkent kimyo-texnologiya universiteti
9.	 Jizzax politexnika instituti
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Аннотация. В работе рассматривается задача последовательного статистического оценивания доверительными 
интервалами фиксированной ширины по зависимым наблюдениям. Установлены асимптотические свойства 
случайного момента остановки, а также доказана асимптотическая состоятельность доверительного интервала 
фиксированной ширины при выполнении соответствующих условий.

Ключевые слова: зависимые наблюдения, доверительный интервал, случайный объём выборки, фиксированная 
ширина доверительного интервала, момент остановки.
Annotatsiya. Ushbu maqolada bogʻliq kuzatishlar asosida belgilangan kenglikdagi ishonch oralig‘i yordamida ketma-ket 
statistik baholash masalasi yoritiladi. Tadqiqotda tasodifiy to‘xtash momentining asimptotik xossalari aniqlangan hamda 
ishonch oralig‘ining belgilangan kenglikda asimptotik asosli bo‘lishi ilmiy jihatdan asoslab beriladi.

Kalit so‘zlar: bogʻliq kuzatishlar, ishonch oralig‘i, tanlamaning tasodifiy hajmi, ishonch oralig‘ining belgilangan kengligi, 
to‘xtash momenti. 
Abstract. This study examines the problem of sequential statistical estimation using fixed-width confidence intervals for 
dependent observations. The asymptotic properties of the random stopping time are established, and the asymptotic 
consistency of fixed-width confidence intervals is demonstrated under suitable regularity conditions.

Keywords: dependent observations, confidence interval, random sample size, fixed width of the confidence interval, 
stopping time.

В В Е Д Е Н И Е
Статистический анализ многих научно-прикладных исследований, проводимых на мировом 

уровне, приводит к задачам изучения свойств доверительных интервалов, сформированных на основе 
доверительных уровней статистических оценок, полученных в процессе этих исследований. Одним 
из ключевых направлений математической статистики является последовательный статистический 
анализ. В классических методах математической статистики число наблюдений предполагается 
детерминированным, то есть неслучайным. В последовательном анализе момент прекращения 
наблюдений (момент остановки) является случайной величиной и определяется исходя из значений 
наблюдаемых данных и выбранного критерия оптимальности статистической оценки.

Последовательный анализ получил значительное развитие с момента своего формирования в 
Соединённых Штатах Америки и Англии в период Второй мировой войны. Его успешное распространение 
объясняется использованием сложных вероятностных методов и широкими практическими 
приложениями — в клинических испытаниях, системах контроля качества и инженерной надёжности. 
Как и вся математическая статистика, последовательный анализ состоит из двух основных направлений: 
последовательной проверки гипотез и последовательного статистического оценивания. 
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О Б З О Р  Л И Т Е Р А Т У Р Ы  П О  Т Е М Е
Последовательное статистическое оценивание включает интервальное и точечное оценивание. 

Основная проблема последовательного интервального оценивания доверительными интервалами 
фиксированной ширины заключается в определении условий существования такой процедуры и выборе 
выборочной схемы, обеспечивающей накрытие неизвестного параметра в параметрическом случае 
или функционала от неизвестной функции распределения в непараметрическом случае при заданном 
доверительном уровне. В ряде задач интервального оценивания при некоторых выборочных стратегиях 
доверительные интервалы фиксированной ширины могут не существовать. Первый пример этого был 
приведён G. Dantzig [1], который показал, что при неизвестной дисперсии нормального распределения 
из выборки фиксированного несчастотного объёма невозможно построить доверительный интервал 
фиксированной ширины для среднего значения.

C. Stein [2] продемонстрировал, что использование состоятельной оценки неизвестной дисперсии 
позволяет определить случайный момент остановки наблюдений и построить доверительный интервал 
фиксированной ширины для среднего нормального распределения. Y. Chow и H. Robbins [3] разработали 
асимптотическую теорию последовательного доверительного оценивания фиксированной ширины в 
общем случае, рассмотрев задачу оценки среднего неизвестного распределения при единственном 
условии существования второго момента.

Последовательные непараметрические методы интервального оценивания неизвестной плотности 
вероятности были исследованы в работах R. Carroll [4] и W. Stute [5]. Исследователи предложили 
асимптотически эффективные моменты остановки, асимптотически состоятельные доверительные 
интервалы фиксированной ширины и получили оценки скорости сходимости асимптотической 
эффективности и состоятельности.

С начала 2000-х годов в ведущих научных центрах мира — США, Европе, Индии и Китае — активно 
развиваются исследования в области последовательного интервального оценивания. Важный вклад 
внесли S. Zacks, J. Frey, R. Lalehzari, E. Mahmoudi, A. Khalifeh, T. Yaacoub, G. Moustakides, Y. Mei, Ching-
Kang, L. Tze Leung [6–11] и другие исследователи.

М Е Т О Д О Л О Г И Я  И С С Л Е Д О В А Н И Я
Исследование основано на методах последовательного статистического оценивания для зависимых 

наблюдений. В качестве базы используются условия слабой сходимости, функциональная центральная 
предельная теорема и J-топология процессов Скорохода. Статистика представляется в виде 
разложения на случайный процесс и смещение, что позволяет определить момент остановки и ширину 
доверительного интервала. Неизвестная дисперсия заменяется состоятельной оценкой, что делает 
процедуру применимой на практике. Асимптотическая состоятельность и эффективность проверяются с 
опорой на классические результаты Dantzig, Stein и Chow–Robbins, которые обеспечивают корректность 
построения доверительных интервалов фиксированной ширины для зависимых данных.

А Н А Л И З  И  Р Е З УЛ ЬТ А Т Ы

Рассмотрим на вероятностном пространстве (Ω, Ғ, Р)  зависимые случайные величины 1 2, ,..., nξ ξ ξ   с 
неизвестной функцией распределения F ∈F, где F семейство функций распределений, удовлетворяющих 

определенным условиям регулярности. Пусть также ( )Fθ  некоторый функционал от функции 

распределения ( )Fõ . Для оценки функционала ( )Fθ рассмотрим статистику 1 2( , ,..., )n n nθ θ ξ ξ ξ=  с 
конечным математическим ожиданием. Пусть имеет место разложение

1

1( ) [ ( )] [ ( ) ( )] ( ) ( , )
n

n n n n k n
k

FÌ Ì F F Y F Z
n

θ θ θ θ θ θ θ ξ
=

= + − + − = + +∑
,            (2.1)	

где случайные величины ( , ), 1kY F kξ ≥  и величина ( ) ( )n nZÌ Fθ θ= −   удовлетворяют следующим 
условиям:

A: (a) 1( ( , )) 0Ì Y F ξ = ;  

 (b)  

(1 )

1
( , ) ( )

n

k
k

n Y F Y Fα ξ− −

=

⇒∑
  при n →∞ ;  
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 (c) 0 1α< <  некоторое число; 

(d)  ( )Y F   случайная величина имеет нормальное распределение со средним ноль и дисперсией  
20 ( )Fσ< < ∞ ; 

В: 0nn Zα →  при n →∞ ;  
Символ ⇒  означает слабую сходимость функций распределений (в точках непрерывности) 

случайных величин и слабую сходимость всех конечномерных распределений случайных процессов. 

Из представления (2.1) имеем 

(1 )

1
( ( )) ( , ) .

n

n k n
k

n F n Y F n Zα α αθ θ ξ− −

=

− = +∑

Следовательно, если выполнены условия А и В, то ( ( )) ( )nn F Y Fα θ θ− ⇒  при n →∞  и для 

неизвестного функционала ( )Fθ  можно построить последовательную процедуру интервального 
оценивания доверительными интервалами фиксированной ширины.  

Для доверительного уровня  0 1γ< <  найдём квантиль 

1 1
2

à Ô γ− + =  
   , здесь Ф(х) – функция 

распределения стандартно нормально распределенной случайной величины со средним ноль и 
дисперсией 1. Для любого ɛ > 0 находим целое число

1
2 2 2

2

( )inf 1: a Fn n n
α

ε
σ
ε

 
  = ≥ ≥     

  ,                                  (2.2)     

и определим интервал 
( ) [ , ]n nI n

ε εε θ ε θ ε= − +
 длины 2ε . Используя слабую сходимость  

1( ) ( ( )) (0,1)nF n F Nασ θ θ− − ⇒      при  n →∞ ,  для момента остановки nε   и доверительного интервала  
( )I nε  с доверительным уровнем γ   получаем 

{ } { }
1

1 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n
F nP F I n P F P F n F a
aε ε

α
α ε

ε ε
σ εθ θ θ ε σ θ θ

−
− 

∈ = − ≤ = − ≤ ≥ 
 

{ }1( ) ( ) 2 ( ) 1nP F n F aÔ à
ε

α
εσ θ θ γ−≥ − ≤ → − =

   при  0ε → , то есть момент остановки nε   и 

доверительного интервала  ( )I nε  с доверительным уровнем γ   являются процедурой последовательного 

интервального оценивания и доверительный интервал ( )I nε  фиксированной ширины 2ε  является 

интервальной оценкой с доверительным уровнем  γ   для неизвестного ( )Fθ . 

Это последовательная процедура обладает тем недостатком, что nε  зависит от неизвестной 

дисперсии 
2 ( )Fσ , поэтому необходимо её оценить. Пусть 

2 2
1 2 2( , ,..., )n nV V ξ ξ ξ=  состоятельная оценка 

для неизвестной дисперсии 
2 ( )Fσ , удовлетворяющая условию

C: (a) { 0} 1, 1,nP V n> = ≥   (b)  
2 2 ( )nV Fσ→  с вероятностью 1 при n →∞  .

В (2.2) меняя дисперсию 
2 ( )Fσ  на её оценку 

2
nV , определим момент остановки                       

1
2 2 2

2inf 1: ,na VN n n
α

ε ε

 
  = ≥ ≥     

       ɛ> 0.                             (2.3)

Тогда последовательный доверительный интервал для ( )Fθ , основанный на моменте остановки 

(2.3) имеет вид 
( ) [ , ],N NI N

ε εε θ ε θ ε= − +
 ɛ > 0 . Введем условие
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D: для некоторого 0ε  > 0,    001
sup

m

NP m
n
ε

ε ε ε

∞

≤ ≤=

 
> < ∞ 

 
∑

  .           
Теорема 2.1. Пусть выполнено условие C. Тогда

1) Для любого  ɛ > 0   {P Nε < ∞ } = 1 ;

2) Nε → ∞   с вероятностью 1 при  0ε →  ;

3) 0
lim ( )Ì Nεε→

= ∞
 ;

4)
1N

n
ε

ε

→
  с вероятностью 1  при  0ε → ;

5) Если выполнено условие D, тогда 

( )
0

lim 1.
Ì N

n
ε

ε
ε

→
=

Для различных статистических моделей с независимыми наблюдениями этот результат получен в 
работах [12-14].           

Доказательство теоремы 2.1.  1) Поскольку { } 1 { }P N P Nε ε< ∞ = − = ∞  и
2 2 ( )nV Fσ→ < ∞  с вероятностью 1 при n →∞  , то из (2.3) для любого  ɛ > 0                        

1
2 2 22

2 2
2 2{ } lim { } lim lim 0n

nn n n

a VP N P N n P n P V n
a

α
α

ε ε
ε

ε→∞ →∞ →∞

         = ∞ = ≥ ≤ ≤ = ≥ =      
        .

2) Из (2.3) видно, что Nε  возрастает при уменьшении ɛ и  Nε → ∞   с вероятностью 1 при  0ε → .

3) Из теоремы о монотонной сходимости интегралов  0
lim ( )E Nεε→

= ∞
. 

4) Из (2.2) и (2.3) для любого  ɛ > 0 имеют место неравенства ( )

1
2

1
2

1
2 2 2

1 2 2
2 2 2 2

( ) 1
( )( ) ( ) n a Fa F

α

α

α

εα

ε ε
σε σ

 
≤ ≤  

 +
 

и   

1 1
2 2 2 22 2

1
2 21N Na V a V

Nε ε

α α

εε ε
−   

≤ ≤ +      
    . Поскольку  Nε → ∞   при  0ε →   и  

2 2 ( )nV Fσ→  при n →∞   с 

вероятностью 1, то  

1
2 2

2 1
( )
NV
F
ε

α

σ
 

→  
   и 

1
2 2

1
2 1
( )

NV
F

ε

α

σ
− 

→  
    с вероятностью 1 при  0ε → . Следовательно 

переходя к пределу в двойном неравенстве 

( )

( ) ( )

1
2

1 1
2 2

1
2 2 2

1
2

2 2 2

1
( )

( )

N NV VN
n n F

a F

α

ε ε

α α

α
ε

ε ε σ
ε σ

−

−

 
≤ ≤ +   

 +
  при 0ε →

получаем четвёртое утверждение теоремы. 
5) Для доказательства последнего утверждения теоремы в силу теоремы 5 из [15, стр.205] 

достаточно показать равномерно интегрируемость семейства случайных величин   
, 0N

n
ε

ε

ε
 

≥ 
  ,   но 

как показано в работе [16, лемма 3.2]  для этого достаточно выполнение условия D. 

Пусть символ  
J→   означает слабую сходимость в J-топологии Скорохода,  
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[ ]
1 (1 )

1
( ) ( ) ( , ), [0,1]

n t

k
k

t F n Y F t
ε

α
ε εζ σ ξ− − −

=

= ⋅ ⋅ ∈∑
 и ( ), [0,1]W t t∈   процесс Винера с 

2( ( )) 0, ( ( )) .E W t E W t t= =  Введем условия:

E:  ( ), [0,1] ( ), [0,1]Jt t W t tεζ ∈ → ∈   при  0ε → ;                     
Замечание 2.1. В каждом типе зависимости наблюдений, в каждой конкретной статистической 

модели и в каждом конкретном функционале выполнимость условия Е проверяется индивидуально, 
используя соответствующий принцип инвариантности или функциональную центральную предельную 
теорему. 

Замечание 2.2.  Условие Е является более сильным условием чем часть (b) условия А. В частности 

при 1t =  и n nε =  из условия Е получается часть (b) условия А.
Приведем известные вспомогательные результаты, которые будут использованы в доказательстве 

следующей теоремы 2.2. Пусть   { ( ), 0}, 1n t t nξ ≥ ≥    последовательность случайных процессов, 

принимаюших значения в 1R ,  траектории которых с вероятностью 1 принадлежат D – пространству 

функций на [0,∞) без разрывов второго рода, непрерывных справа; , 1n nν ≥  последовательность 

случайных величин, принимаюших значения в 1R , такие, что 0nν ≥  с вероятностью 1.
 Лемма 2.1. (Теорема 2.8.1 [17], стр.131).  Если выполнены условия:     

 1) ( ) ( ), ( ) , , ( ) ,n n t t U t t Uν ξ ν ξ∈ ⇒ ∈
  при  n →∞ , где U - некоторое счетное, всюду плотное в 

[0,∞)  множество точек стохастической непрерывности процесса ( ) , 0t tξ ≥  , содержащее 0;

2) случайный процесс ( ), 0n t tξ ≥  является компактным в J – топологии Скорохода;

3) случайный процесс ( ), 0t tξ ≥  непрерывен с вероятностью 1 в точке ν , тогда   ( ) ( )n nξ ν ξ ν⇒    
при  n →∞   .

	 Приведем одно достаточное условие для выполнения условия 1) леммы 2.1.
Лемма 2.2. (теорема 4.4 [18], стр.43). Пусть выполнены условия:     

 1)  ( ), ( ),n t t U t t Uξ ξ∈ ⇒ ∈   при  n →∞ , где U - некоторое счетное, всюду плотное в [0,∞)  

множество точек стохастической непрерывности процесса ( ) , 0t tξ ≥  , содержащее 0;

 2) 
ð

n àν →  при  n →∞  , где   0à >   постоянная.
Тогда имеет место условие 1) леммы 2.1.
Теорема 2.2. Пусть выполнены условия (А)-(С) и E. Тогда:

1) случайная величина 
( )1( ) ( )NF N F

ε

α
εσ θ θ− −

  при 0ε →  асимптотически нормальна со средним 
ноль и дисперсией 1;

2) 
( )( )

0
lim ( )P F I Nεε

θ γ
→

∈ ≥
, то есть доверительный интервал фиксированной ширины 

( ) [ , ],N NI N
ε εε θ ε θ ε= − +

 ɛ > 0  является асимптотически состоятельным.
Этот результат для различных статистических моделей с независимыми наблюдениями получен в 

работах [12-14].          

Доказательство теоремы 2.2. Случайную величину 
( )1( ) ( )NF N F

ε

α
εσ θ θ− −

 выразим через 

случайную величину 

N
n
ε

ε , через случайный процесс

[ ]
1 (1 )

1
( ) ( ) ( , ), [0,1]

n t

k
k

t F n Y F t
ε

α
ε εζ σ ξ− − −

=

= ⋅ ⋅ ∈∑
 

и через смещение ( ) ( )n nZÌ Fθ θ= −  следующим образом 
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(1 )

1 1 1

1

(1 ) (1 )
1 1 1

1

1( ) ( ( ) ( )) ( ) ( , ) ( )

( ) ( , ) ( ) ( )

N

N k N
k

Nn
n

k N N
k

F N F F F N Y F F N Z
N

N N NF n Y F F N Z F N Z
n n n

ε

ε ε

ε
ε

ε
α

ε ε

α α α
ε ε ε

ε

α α

α αε ε ε
ε ε ε ε

ε ε ε

σ θ θ σ ξ σ

σ ξ σ ζ σ
− −

− − −

=

 
 − − − −
 

− − −

=

− = + =

     
= + = +     
     

∑

∑
  то 

есть  

    

(1 )
1 1( ) ( ( ) ( )) ( ) .N N

N NF N F F F N Z
n nε ε

α

α αε ε
ε ε ε

ε ε

σ θ θ ζ σ
− −

− −   
− = ⋅ +   

                    (2.4)

Из четвёртого утверждения теоремы 2.1 получаем, что 

(1 )

1N
n

α

ε

ε

− −
 

→ 
   с вероятностью 1  при  

0ε → , из условия (B) и второго утверждения теоремы 2.1 получаем, что 
1( ) 0ð

NF N Z
ε

α
εσ − →

 при 
0ε → . Поэтому,  исходя из представления (2.1),  для доказательства асимптотической нормальности 

случайной величины 
( )1( ) ( )NF N F

ε

α
εσ θ θ− −

  достаточно показать асимптотическую нормальность 

случайной величины 

1 (1 )

1
( ) ( , )

N

k
k

N F n Y F
n

ε
αε

ε ε
ε

ζ σ ξ− − −

=

 
= ⋅ ⋅ 

 
∑

.

Из условия E получаем ( ), [0,1] ( ), [0,1]t t W t tεζ ∈ ⇒ ∈  при 0ε → , случайный процесс 
( ), [0,1]t tεζ ∈  является компактным в J – топологии Скорохода и случайный процесс ( ), [0,1]W t t∈  

является непрерывным с вероятностью 1, следовательно непрерывен с вероятностью 1 и в точке 

1ν = . Из этих рассуждений и из леммы 2.2 видно, что  для случайного процесса ( ), [0,1]t tεζ ∈  и для 

случайной величины 

N
n
ε

ε   выполняются все условия леммы 2.1  о предельном распределении случайно 

остановленных стохастических процессов. Из этой леммы получаем, что  
(1)N W

n
ε

ε
ε

ζ
 

⇒ 
   при 0ε →

. Случайная величина (1)W  имеет стандартное нормальное распределение, следовательно случайная 

величина 

N
n
ε

ε
ε

ζ
 
 
   асимптотически нормальна и получаем первое утверждение теоремы 2.2. Второе 

утверждение теоремы 2.2 вытекает из первого утверждения этой теоремы.        
Следствие 2.1. Если выполнены условия A- Е, то момент остановки (2.3) является асимптотически 

эффективным.

З А К Л Ю Ч Е Н И Е  И  Р Е К О М Е Н Д А Ц И И
В ходе исследования были рассмотрены теоретические основы последовательного статистического 

оценивания по зависимым наблюдениям, и показано, что применение процедур фиксированной ширины 
доверительного интервала требует корректного выбора случайного момента остановки, определяемого 
наблюдаемыми данными и выполнением регулярных условий. Установленные асимптотические 
свойства момента остановки и доказанная состоятельность доверительного интервала фиксированной 
ширины подтверждают возможность построения эффективных последовательных схем оценивания 
даже при неизвестных характеристиках распределения. Анализ научной литературы демонстрирует, 
что использование состоятельных оценок дисперсии позволяет преодолеть ограничения классических 
подходов и обеспечивает возможность построения интервалов фиксированной ширины в условиях 
сложной зависимости данных. На основании полученных результатов рекомендуется применять 
последовательные процедуры оценивания в областях, где данные формируются постепенно, включая 
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клинические исследования, инженерную надёжность и системы контроля качества; при неизвестной 
дисперсии использовать её состоятельные оценки для повышения точности построения интервалов; а 
для зависимых выборок опираться на методы, основанные на функциональных предельных теоремах 
и инвариантных принципах. Перспективным направлением дальнейших исследований является 
оптимизация алгоритмов выбора момента остановки для различных типов зависимости наблюдений и 
многомерных статистических моделей.
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